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CAPITULO 



1.1 VETORES 

Este capituio tem par finalidade precipua rcvtsar resumidamente a no^ao de ve tor no 
R- enoR 3 e suas propriedades, as quais ja devem ser do conhecimento do leitor 1 * , 

Sabe-se que os vetores do piano ou do espa^o sao representados por segment os orientados. 
Todos os segmentos orientados que tem a mesma dire^ao, o mesmo sentido e o mesmo com- 
primento sao representantes de um mesmo vetor. Por exemplo, no paralelogramo da Figura 1.1a, 
os segmentos orientados AB e CD determinant o mesmo vetor v, e escreve-se 


v = AB = CD 



Figura 1. % 


1 O as sun to pode ser visto cm detalhes no livro Geometria Anolitica, dos autores desta A Igebra Linear, 

Editora McGraw-Hill. 
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Quando escrevemos v = AB , estamos afirmando que o vetor € determinado pelo segmento 
orientado AB de origem A e extremidade B. Por^m, qualquer outio segmento de mesmo com- 
primento, mesma diregao e mesmo sentido de AB representa tambdm o mesmo vetor v. Assim 
sendo, cada ponto do espago pode ser considerado como origem de um segmento orientado que 
6 representante do vetor v. 

O comprimento ou o mbdulo, a diregao e o sentido de um vetor v 6 o mbdulo, a diregao 
e o sentido de qualquer um de seus representantes. Lndica-se o mddulo de v por | v | . 

Qualquer ponto do espago e representante do vetor zero (ou vetor nulo), que i indicado 
por 0, 

A cada vetor nao-nulo v corresponde um vetor oposto -v, que tem o mesmo mddulo, 
a mesma diregao, poi^m sentido contrario ao de v (Figura 1 .lb). 



Um vetor v 6 unitlrio se | v | - 1 , 

Dois vet ores u e v sao co linear es se tiverem a mesma direglb. Em outras palavras; u e v 
sao colineares se tiverem representantes AB e CD pertencentes a uma mesma reta ou a retas 
paralelas (Figura 1.1c). 




Se os vetores nlo-nulos u, v e w (o numero de vetores nao importa) possuem represen- 
tantes AB, CD e EF pertencentes a um mesmo piano ir (Figura 1 .Id), diz-se que eles slo 
coplamres. 
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1.2 OPERATES COM VETORES 
1.2.1 Adipao de Vetores 

Sejam os vetores u e v representados pelos segmentos orientados AB e BC, respectiva- 
mente (Figura 1 .2a), 


B 



Figura 1.2a 


Os pontos A e C determinam o vet or soma AC - u + v, 

1. 2.1.1 Propriedades da adipao 

I) Associativa: (u + v) + w = u + (v + w), 

II) Comutativa: u + v - v + u, 

III) Existe um so vetor nulo 0 tal que, para todo vetor v, se tem: 

v + 0 = 0 + v = v 


IV) Qualquer que seja o vetor v, existe um so vetor -v (vetor oposto de v) tal que: 

v + (-v) = -v + v = 0 
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Observapoes 

1) A diferenga de dois vetores u e v quaisquer e o vetor u + (-v), Sejam os vetores u e v 
represented os pelos segment os orientados AB e AC, respectivamente. Construido o paralelogramo 
ABCD (Figura 1 ,2b), verifica-se que a soma u + v & represents de pelo segmenlo orientado AD 
(uma das diagonals) e que a diferen§a u - v e representada pelo segment o orientado CB (a outra 
diagonal). 



2) Quando os vetores u e v estao aplicados no mesmo ponto, verifica-se que: 

a) a soma u + v (ou v + u) tem origem no refer ido ponto; 

b) a diferenga u - v tem origem na extremidade de v (e T por conseguinte, a diferenga v - u 
tem origem na extremidade de u). 

1.2.2 Muttiplicapfo de um NOmero Real por um Vetor 

Dado um vetor v#0 e um niimero real k ^ 0, chama-se produto do numero real k 
pelo vetor v o vetor p = kv, tal que : 

a) mddulo: |P| = |kv| = |k|| v| ; 

b) dire?So: a mesma de v; 

c) sentido: o mesmo de v se k > 0; e contrario ao de v se k < 0. 

A Figura L2.2 mostra o vetor v e os correspond entes 2v e -3v. 


Observagoes: 

1) Se k = 0 ou v = 0, o vetor kv € o vetor 0; 

2) Se k = -1, o vetor (-1) v i o oposto de v, isto 6, (-l)v= -v. 



Vetores 


5 



Fig lira 1.2.2 


1. 2.2.1 Propriedades da Multi pi icapao por um Numero Real 

Se u e v s5o vetores quaisquer e a e b numer os reals f temos; 

I) a(bu) = (ab) u 

II) (a + b) u = au + bu 

III) a(u + v) = au + av 

IV) lu = u 

1.3 VETORES NO R 2 

0 conjunto 

R 3 =IR x IR = {(x, y) / x, y e IR } 

€ interpretado geometricamente como sendo o piano cartesiano xOy. 

Qualquer vet or AB considerado neste piano tem sempre um representante (segmento 
orientado OP) cuja origem e a origem do sistema (Figura 1 3a). 

Em nosso estudo consideraremos geralmente vetores representados por segmentos orien- 
tados com origem na origem do sistema. Nessas condifoes, cada vetor do piano 6 dete rminado 
pelo ponto extremo do segmento. Assim, o ponto P(x, y) individualiza o vetor v = OP (Figura 
1 .3b) e escreve-se: 


v=(x,y) 


identificando-se as coordenadas de P com as componentes de v. 
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Exemplos: 

1) Os vetores u = (3,5) e v = (3,5) sSoiguais. 

2) Se o vetor u = (x + 1 , 4) e igual ao vet or v = (5, 2y - 6), de acordo com a definifSo de igual- 
dade de vetores, x+l=5 e 2y - 6 = 4 ou x = 4 e y = 5. Assim, se u = v, entao x = 4 
e y = 5. 

1.4.2 Operates 

Sejam os vetores u = (xi , yi ) e v = (x 3 , y 2 ) e a 6 R. Define-se: 

a) u + v = (xj + x 2 , y! + y 2 ) 

b) au = (axi . ay t ) 

Portanto, para somar dois vetores, somam-se suas componentes correspondent es e, para 
multiplicar um vetor por um numero, muhiplica-se cada componente do vetor por este numero. 

Por exemplo, se u = {4, 1) e v = (2, 6), a Figura 1. 4,2a mostra que: 

u + v = (4, 1) + (2, 6) = (4 + 2, 1 +6) = (6,7) 

e a Figura l ,4.2b mostra que: 


2u = 2(4, 1) = (2(4), 2(1)) = (8, 2) 




Figura 1.4.2a 


Fjguia 1 .4.2b 
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1.5 VETOR DEFINIDO POR DOlS PONTOS 

Ocorre, as vezes, o caso de um vetor ser represen tado por urn segmento orientado que nao 
parte da origem do sistema, Consideremos o vetor AB de origem no ponto A^x t , yj ) e extremi- 
dade B(x 3 ,y 3 ) (Figura 1.5), 



De acordo com o que foi visto no item J .2.1 .1 — (Observa^ao 2), o vetor AB e a diferen^a 
entre os ve tores OB e OA; 


AB - OB - OA 


e, portanto: 


AB = (x 3l y 3 )-(x l v y i ) 


ou: 


AB = (x 2 - x t , y 3 - yi ) 


isto i, as componentes do vetor AB sao obtidas peJa diferen^a entre as coordenadas da extremi- 
dade B e as da origem A. 

Por exemplo, se A(-l, 3) e B(2 f -2), o vetor AB sera: 


AB - B - A = (2, -2) -(-1,3) = {3 , -5) 


Vetores 
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1.6 PRODUTO ESCALAR 
1.6.1 DefinipSo 

Chama-se produto escalar (ou produto interno usual) de dois vet ores u = (x !f yi) e 
v = (x 2 , y 2 ), e se representa por u . v, ao mimero real: 


u. v-xi* 2 +yiy 2 


O produto escalar de u por v tambem 6 indicado por < u, v > e se le "u escalar v*\ 
Por example, se u - (2, 3) e v = (4, -1), tem-se: 


u *v = 2(4) + 3(-l) = 8-3 = 5 


1.6.2 M6dulo de um Vetor 


M6dulo da um vetor v = (x, y), reprasentado por 


| v| = V v. v 


[v|, 6 o mimero real nao-negativo: 


ou, em cooidenadas: 


ou, alnda : 


Jvj * v'(x.y) .(x,y) 


| v] = \/ x 2 + y 2 


Por exemplo, se v = (3, -4), entSo : 

| v| ■ v/3 2 +(-Af = V 9 +16 = s/lS = 5 

V 

A partir de ca da vetor v ^ 0 i possi'vel obter um vetor unitirio u fazendo u = j— ^ . 

Por exemplo, i unitirio o vetor : 

. (3, -4) (3,-4) (3,-4) (3,-4)_ (3,-4) _,3 4. 

l(3,-4)l" ^3* +(-4)* n /9 + 16 y/25 S 5’ 5 

Qbservafdo; Dado um vetor AB com extremidades nos pontos A(x t , y t ) e B(x 2 ,y 2 ) s o 
mddulo desse vetor sard: 


I AB | — V (x 2 - x t ) 2 +(y 2 - }’i ) 2 


Assinale-se que a distancia entre os pontos A a B e caiculada pela mesma fdrmula. 
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1.6.3 Pro pried a des do Produto Escalar 

Dados os vetores u, v e w quaisquer e k E 1R, tem-se: 

I) u . u > 0 e u . u — 0 se, e somente se f u = 0 " (0, 0) 

II) u . v - v u ( comutaliva) 

III) u.(v + w) s u.v+u,w (distributiva em rela^o a adifao de vetores) 

IV) (mo) . v - m(u . v) = u . (my) 

V) u . u = | u | 2 

Qbtervagdes: Como conseqiiencia das propriedades do produto escalar. vem; 

1) | u + v| 2 - | u | 2 + 2 u . v + I v I 2 
Com efeito: 

| u + v | 1 ~ (u + v) , (u + v) = u . (u + v) + v. (u + v) 

( u + V | 2 = u.u + u,v + v.u + v.v 
| u + v| 2 - | u | 2 + 2u . v + | v \ 2 

2) De modo analogo, mostra-se que: 

| u ' v | 2 = | u J 2 - 2u . v + | v | 2 

1.7 ANGULO DEDOIS VETORES 

0 drtgub de dois vetores u = 0A e v = OB, nao-nulos (Figura 1 ,7a), e o angulo 9 for- 
mado pelas semi-retas OA e OB (F igura 1 .7b) e tal que 0 ^ 6 ^ tt. 




FgUXB 1,7a 


Figim 1.7b 
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1.7.1 Calculo do Angulo de Dots Vetores 

Sejam os vetores u^G e v^O. O angulo 8 formado por u e v pode ser calculado 
pela formula: 


I u | |v[ 


C 



Com efeito, aplicando a lei dos co-senos ao triangulo ABC da Figura L7.1, vem: 


|u - v| 2 - 1u[ 2 + | v| 2 - 2 | u 1 | v] cos0 (1) 

Mas, de acordo com o item 1 .63 (Observa^ao 2), pode-se escrever: 

|u-v| 2 =|u| 2 -2u.v+|vp (2) 

Comparando as igualdades (2) e (1): 

1 u | 2 - 2u , v + | v | 2 = |u| 2 + lv| 2 -2 | u | | v j cosfl 

logo: 

u . v = 1 u | | v | cos 8 
e: 

cos 6 = (1.7.1) 

! u | |v| 


Uma vez calculado o cos 6 , o angulo 8 e encontrado numa tabela de co-senos. 
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Por exemplo, se u = (-2, -2) e v = (0,-2), o angulo 9 pode ser calculado por intermedio 
da Formula (1 .7.1): 


cos 8 = 


u . v 


(- 2 , - 2 ). ( 0 ,- 2 ) 


I u | | v | V'(-2) 1 + (-2) 2 x ,/0 2 + (-2)' 


cos 8 = 


0 + 4 


\/4+ 4 x % /0+~4 yS x ^/4 2yfl 


cos 0 = 


_L V±_ 

VT~ 2 
^2 


8 = arc cos 


0 = 45° 


1,8 PARALEUSMO E ORTOGONALIDADE DE DOIS VETORES 

a) Se dois ve tores u = (x t , ) e v = (x 2 , y 2 ) s3b paralelos (ou oolineares), existe um mimero k 

tal que : 


u = kv 


ou: 


o que implica: 


(xi, yi)= k(x 2 , y 2 ) 


_5i = yi = k 

y 3 

isto e, dois vetores u e v sao paralelos quando suas componentes sao proporcionais. Representa- 
se por u // v dois vetores u e v paralelos, 

Por exemplo, os vetores u = (-2, 3) e v = (-4, 6) sao paralelos, poiv 


ou seja : 


-4 6 
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b) Se dois vetores u = (X| , yj ) e v - (x 2 , y 2 ) sao ortogonais, o angulo 8 por eles formado 4 
de 90° , e, portanto, cos 6 = cos 90° = 0, o que implica. pela Fbrmuta (1 .7.1): 

u .v= 0 


ou. 


xix 2 + yjy 2 = 0 

isto 6, dois vetores u e v sao ortogonais quando o produto escalar deles 6 nulo. Representa-se 
por u 1 v dois vetores u e v ortogonais. 

Par exemplo, os vetores u “ (2, 3) e v ~ (-3, 2) sib ortogonais, pois: 

u , v = 2 (-3) + 3 (2) = -6 + 6 = 0 


1.0 VETORES NO IR 3 


0 co nj unto 


IR 3 = R x IR x IR = { (x, y , z) / x, y, z G R } 

6 interpretado geometricamente como sendo o espa^o cartesiano tridimensional Oxyz. 

Da mesma forma como fizemos para o piano, consideraremos geralmente vetores repre- 
sentados por segmentos orientados com a origem na origem do sdstema. Nessas condi^oes, cada 
vetor do espa^o e determmado pelo ponto extremo do segmento. Assim, o ponto P(x,y, z) 
individualiza o vetor v = OP (Figura 1 .9) e escreve-se: 

v = (x T y,z) 


identiflcando*se as coordenadas de P com as componentes de v. 



y 


Figura 1.9 
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A arigem do sistema 0(0, 0, 0) representa o vetor nulo. 

0 vetor oposto de v = (x, y, z) e o vetor -v = (-x, -y, -z), 

De forma andtoga a que tivemos no piano, teremos no espa^o: 

I) Dois vetores u = (xj , y 2 , z* ) e v = (x 2 , y 2 , z 2 ) sao iguais se, e somente se, x 2 = x 2 , 
Yi=V 2 ez,= Z 2 . 

II) Dados os vetares u - (x, , yi , z, ) e v = (xj,y 2 ,z 2 ) e a e IR, define-se: 

u + v = (xi +x 2 ,yi +y 3 ,Z! + z 2 ) 

au = (axi,ayi,azi) 

HI) Se A(x 1 ,y 1 ,z 1 ) e B (x 2 , y 2 , z 2 ) 530 dois pontos quaisquer no espa^, entaoi 
AB =(x 2 -x I? y 2 ~y 1? z 2 -Zj) 


IV) 0 produto escalar dos vetores l» = (x 2 , y 2 , z 2 ) e v = (x 2 , y 2 , z 2 ) e o numero real: 


u. v = x,x 2 + y 2 y 2 + z,z 2 


V) O modulo do vetor v = (x, y,z) edadopor: 


v | = \/x 2 + y 2 + z 2 


VI) se u e v sao vetores nao-nulos e 9 e o angulo formado por eles, entao: 


cos 9 = -ZJJL 

iuj |v 


VII) Para u = (xi,yi,z 1 ) e v = (x 

a) u // v se, e sornente se, — - 

x 2 


2 ,y 2 ,Z 2 ), tem-se: 

= y± ^ h 

yi 2-2 ’ 


b) u 1 v se, e somente se, x 2 x 2 + y 2 y 2 + z t z 2 = 0, 



ESPACOS 

m 

VETORIAIS 


2.1 INTRODUQAO 

Sabe-se que o conjunto: 

= { (x, y) / x,yG IR } 

e interpretado geometricamente como sendo o piano eartesiano, Um par (x, y) pode ser 
encarado como um ponto (Figura 2.1a) e, nesse caso, x e y sao coord ena das, ou pode ser 
encarado como umvetor (Figura 2.1b) e, nesse caso, x e y sao componentes (ou coord enadas). 

Essa mesma ideia, em relagao ao piano, estende se para o espafo tridimensional que 6 a 
interpretaijao geom^trica do conjunto IR 3 . Embora se perca a visSo geometrica de espa^os com 
dimensao acima de 3, e possivel estender essa ideia a espa^os como IR 4 , IR 5 , lR n . Assim, 




Figura 2.1b 
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quadruplas de numeros (xi , x 2 , x 3l x 4 ) podem sei vistas como pontos ou ve tores no espago 
IR 4 de quarta dimensao. A quihtupla (2, -1,3. 5, 4) sera interpretada como um ponto ou 
um vetor no espago IR S de dimensfo cinco. Entao, o espago de dimensao n (ou espago 
n -dimensional.) sera oonstituido pclo con junto dc to das as n-uplas ordcnadas e represent ado 

por IR n , isto e: 

IR" = { (Xi , x 3 , x n ), Xj^ IR} 

A maneira de se trabalhar nesses espagos e identica aquela vista em IR 2 eem IR 3 . 

Por exemplo, se: 

u = (x ]I x 1 ,„.,x n ) e v = (y t , y 2 , y n ) 
sSo vetores no JR n e a um escalar. define-se : 

a) u = v se, e somentese, x x =yi, x 3 = y 3f x n =y n . 

b) u + v = (xj +yi,x 2 + y 3 , + y n ). 

c) QU=(ax l5 ax 2) 


d) u. v = Xiyi +x 2 y 2 + ,.. + x n y JV 

e) | u | - \/u,u = \/xi' + x|' + ,,, + x^ . 

Desde ja 4 bom observar que o vetor u - (xi , x 3 , x n ) aparecera, as vexes, com a notagao 
matricial (matriz-cohina n x 1): 


x 2 


e e facil ver que u + v e an na notagao matricial sao os vetores: 


*1 


yi 

■! 

*i + Yi 

*2 


y? 


x 2 +y 2 


+ 

j 


= 


x n 


y n 


x n + y n 


u + v = 



E spaces vetoriais 


17 


au - 


— — 1 


— “ 

Xi 


OX! 

Xl 


ax 2 

■ 



x n 


ax n 

Cr — 


— 


Vamos agora transmitii uma id£ia nova. Para tanto, consideremos dois conjuntos: o lR n e 
o conjunto das matrizes reals de ordem m x n, repiesentado por M (m, n). Como nesses 
conjuntos estao definidas as operacoes de adi^ao e multiplicagao por escalar, constata-se a exis- 
tencia de uma serie de propriedades comuns a seguir enumeradas. 

Se u, v, w € IR n , se a, 0 E. JR e se A, C E M (m, n), podemos verificar que: 
a) Em relapao a adigdo mlem as propriedades: 


>) (u + v) + w = u + (v + w) e 
(A + B) + C = A + (B + C) 


(associatividade da adi^ao) 


2) u + v = v + u e 
A + B = B + A 

3) Existe um so element o em IR n e um so em M (m, n) 
indlcado por 0 e tal que - . 

u+ 0 = u e 
A + 0 = A 


(comutatividade da adisao) 


(existencia do elemento neutro) 


O elemento 0, nesse caso, sera o vetor 0 ~ (0. 0, 0) £ IR n , na primeira igualdade, e 
a matriz nula ; 


0 = 


n 0 
0 0 

0 0 


0 

0 

0 


£ M(m, n) 


na segunda igualdade. 
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4) Pai a cada vetor u G JR n e para cada matriz AG M (m, n) existe um s6 vetor -u G IR” 
e uma so matriz -A G M (m, n) tais que 

u + (-u) = 0 e 

A + (-A) = 0 (existencia do elemento simetrico) 

Por exemplo, se tivermos u = (x j5 x 2 , x n ), entao o vetor simetrico e 
-u = {-Xi , -x 2 , -x n ) f e > caso semelhante, para a matriz A e sua correspondente sim^trica - A. 

b) Em relagdo a multiplicagao por esea.hr valem as propriedades: 

1) (oj0) u = a (J0u) e 
(Oj8) A ~ct (0A) 

2) (a + /3) u = au + 0u e 
(a + 0) A - a A + 0 A 

3) a (u + v) = au + av e 
a ( A + B) = aA + aB 

4) 1 u = u e 
1A= A 


Conforme acabamos de ver t os conjuntos JR n e M (m, n), munidos desse par de operagoes, 
apresentam uma “estrutuia” comum em relagao a essas operagoes. Esse fato nao so vale para 
esses dois conjuntos com essas operagbes mas para muitos outros, razao porque vamos estuda-los 
simultaneamente. Esses conjuntos serao chamados espagos vetoriais. 


2.2 ESPAQOS VETORIAIS 

Sqa um conjunto V. nao-vazio, sobre o qual estao definidas as operagSes adigao e multi- 
plicagao por escalar, isto e : 

Vu, vG V, u + vG V 
VaG IR f VuG V, auG V 

O conjunto V com essas duas operagoes e chamado espago vetorial real (ouespago vetorial 
sobre IR) se forem verificados os seguintes axiomas: 
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A) Em relagSO a adigSo: 

Aj) (u + v) + w = u + (v + w), Vu. v, w£ V 

4 

A 2 ) u + v = v+u, Vu, v€ V 
A 3 ) 30 €E V, Vu € V, □ + Q - u 
A 4 ) Vu e V, 3('U) € V t u + (-u) - 0 

Ml Em relagao a muftipbcagio por escalar: 

Mi) (ocjfl) u = a (/3u) 

Mj) (o + (J) u =mi +0u 
Mj) or (u + v) - au + av 
M 4 ) 1u = u 

para Vu, v£l V e Vo:,0E 1R. 


Observa$6es 

1) Os elementos do espago vetorial V seraa charnados vetores, independentemente desua 
natureza. Pode parecer estranho, e a primeiia vista nao deixa de sei, o fa to de se chamar de 
vetores os polinomios (quando V for constituido de polinomios), as matmes (quando V for 
constituido por matrixes) os numeros (quando V for urn conjunto numerico), e assim por diante. 
A justificativa esta no fato de as operagoes de adigao e mul tiplicagao por escaJar realizadas com esses 
elementos de natureza tao distinta se comportarem de forma identica, como se estivessemos 
trabalhando com os prdprios vetores do R 2 ou do R 3 . Assim, a familiaridade que tern os com 
os vetores do R 2 e do IR 3 tera continuidade nesses conjuntos, chamando seus elementos tambem 
de vetores. 

2 ) Se na definigfo acinia tivessemos tornado para escalares o conjunto C dos numeros 

complexes, V seria um espago verorial complexo. Daqui por diante, salvo referenda expressa 
em contrario, serao considers dos somente espagos vetoriais reais. Assim, quando se disser que V 
€ um espago vetorial, deve ficar subentendido que V e um espago vetorial sobre o conjunto IR, 
dos numeros reals. 
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Exemplos 

1)0 conjunto V=IR 2 = {(x, y)/x, y€ IR} e urn espafo vetorial com as operates de 
adi^ao e multiplicafao por um niimero real assim definidas: 

(xi.yi) + (x 2t y 2 ) = (xi +x 2 ,y 1 +y^) 
a(x, y) “ 0*x, ay) 

Essas sao as operates usuais de adi^ao e multiplica fao por escalar. 

Para verificarmos os oito axiomas de espa$o vetorial, consideremos u = (x t , y^, v = (x 2 . y 2 ) 
e w = (x 3 ,y 3 ). Tem-se: 

A] ) (u + v) + w = ((xi , yi) + (x 2 , y 2 )) + (x 3f y 3 ) 

(u + v) + w = ((xj + x 2 , yj + y 2 )) + (x 3 , y 3 ) 

(u+ v) + w = (( Xl + x 3 ) + x 3) (y t + y 2 ) + y 3 ) 

(u + v) + w = (x t + (x 2 + x 3 ), y t + (y 2 + y 3 )) 

(u + v)+w = (x l ,y 1 ) + (x 3 + x 3 , y 2 + y 3 ) 

(u + v) + w = (xj , yi ) + ((xj , y 2 ) + (x 3 , y 3 )) 

(u + v) + w - u + (v + w) 

A 2 ) U + v = (x 1? yj) + (x 2 ,y 2 ) 
u + v = (x t +x 2 ? y! + y 2 ) 
u + v = (x 3 +Xi,y 2 + yj) 
u + v = (x 2 l y 2 ) + (xi,y 1 ) 
u + V = V + u 

A 3 ) 30 = (0, 0) e JR 2 , Vue IR 3 , u + 0 = (x ljyi ) + (0,0) 

u + 0 = (X! + 0, yj +0) 
u + O-Cx^yj) 
u+ 0 = u 

A 4 ) Vu = (x t , y 2 ) E IR 3 , H(-u) = (-x 1 ,-y 1 )e IR 3 , 

u + (-v) = (Xj , yj ) + (-xt , -y 2 ) 
u + (-u)=(x! - Xi , y t -y^ 
u + (-u) = (0, 0) = 0 
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Mi ) (ot^u = (tt/3)(x 1 ,y 1 ) = ((Q^)x J) (a^)y 1 ) = (a((3x 1 ) ! a03y 1 )) 

(a/?) u «= a (/Jx t , 0y 2 ) = a (0 (x t , y t )) 

(aj?) u = a(pu ) 

M 2 ) (a + j3)u = (a + p)(x 1 ,yi) = ((a + fl)xi ( (a + i3)y 1 )-(otXi + 0x 1 ,ay l +/Jy,) 

(a + 0)u = (axi, ayj) + (^Xj I py 1 ) = a(x lf y t ) + /J(x 1 ,yi) 

(a + 0) u = au + 0u 

M 3 ) a(u + v) = a((x 1 ,y 1 )+(x 2 ,y 2 )) = a(x 1 + x 2 ,yi +y 3 )=(a(x, + x a ),a(y 1 +y 2 )) 
a(u + v) = (axi + ax 2 , ayj + ay 2 ) = (axi, ayi) + (ax 2 , ay 2 ) 

a(u + v) = a(x lf y l ) + a(x 2t y 3 ) = au + av 

M 4 ) lu = l(xi,yi) = (lx 1 , lyi) = (x 1 ,y 1 ) 
lu = u 

2) Os conjuntos R 3 , R 4 5 R n sao espa^os vetoriais com as opera$6es de adigfo e 

multiplicafao por escalar usuais. Depois de verificados os oito axiomas de espa$o vetorial para 
o R 2 , os mesmos ficam tambgm evi dentes nos conjuntos acima citados. 

3) 0 conjunto IR em rela?ao as operates usuais de adicjao e multi plica^ao por escalar. Os 
vetores, nesse caso, sao numeros reais, e sabe-se que a adi^ao de numeros reais verificaas proprie- 
dades Aj , A a , A 3 e A 4 da definite de espa?o vetorial. Assim, tambem, o produto de reais 6 um 
numero real, e a opera?ao multiplicafao satisfaz os axiomas Mj , M 2 , M 3 e M 4 . 

4) 0 conjunto M(m, n) das matrizes m x n com as operates adi^ao e multiplicafao por 
escalar usuais. 

Em particular, o conjunto M(n, n) das matrizes quadradas, de ordem n, e uni espa^o 
vetorial relativamente as mesmas opera^oes. 

5) 0 conjunto 

P n = {a 0 + a i x + a 2 x 2 + + a n x n ;a i E R} 

dos polinomios com coeficientes reais de grau <n, mais o polinomio nulo, em re^ao as 
opera$oes usuais de adiipao de polinomios e multiplica^ao por escalar. 

Em particular, o conjunto 
P 2 = { a 0 + a! x + a 2 x 2 ; a s e IR} 
e um espafo vetorial relativamente as mesmas operates. 
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6) 0 conjunto 

V= {f : IR — ► JR} 

das f undoes reais delmidas em toda reta. Se f , g G V e a G R t define-se: 
f + g : IR — *■ IR 

X' ^{f+ g)U) = f(x) + g(x) 

e: 

af: IR — >■ IR 

x 1 — > (af) (x) = af(x) 

7) 0 conjunto 

V — { (x, x 2 )/x G IR} 

com as operates definidas por : 

(Xi,x?) © (x a ,x|) = (x 1 +X 2? (X! +x 2 ) 2 ) 
a © (x, x 2 ) = (ax ? a 2 x 2 ) 

6 urn espa^o vetorial sobre IR. 

Os si'mbolos © e © sao utilizados para indicai que a adi 9 ao e a multiplica 9 ao por escaiar 
nao sao as usuais. 

8) O conjunto 

V = { (x, y)/x, y > 0 } 

e urn espa^o vetorial com as opcodes adi^ao e multiplica^ao por escaiar definidas assim: 


(*i, yi) © (x 2 , y 2 ) = (x t x x 2 , y! x y 2 ) 

a Q (*, y) = (x®, y®) 
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O trabalho de testar os oito axiom as de espa$o vetoriai e um otimo exercido para o 
lei tor, o qual observara, por exemplo, que o elemento neutro da adi$ao {+) (axioma A 3 ) e o 
vetor (1,1) e que o elemento simdtrico (axioma A 4 ) de cada vetor (x, y) fE V e' o vetor 

(—,—)€ V. 
x y 

9) Seja o conjunto; 

F 2 = { (a, b)/a, b E F } 

Vamos mostrar que o conjunto R 2 mo e um espa^o vetoriai em relagao as operates 
assim definidas: 

(a, b) + (c, d) = (a + c, b + d) 
k(a, b) = (ka, b) 

Ora, como a adi^ao aqui defmida e' a usual, verificam-se os axiomas A is A 2 , A 3 e A 4 de 
espa 90 vetoriai, conforme vimos no exemplo 1 . Logo, devem falhar algum ou alguns dos axiomas 
relatives a multiplica^So. Vamos testa-los. 

Consideremos : 


u = (x 1 ,y l ), v = (x 2 ,yj) e F 


Temos, entao: 

M t ) (ot^) u = (a/J)(x 1 ,y,) = ((o/3)x lt y 1 ) = (a(PxO,yi) = a(/Jx ll y t ) 

(a/S) u = a (j3 (xi , yO) = <* (0u) 

(Este axioma se verifica.) 

M 2 ) (a + 0) u = (ot + ff) (xj , yi ) = {(“ + 0) x^yi ) " ( 0 x 1 + , yi ) 

au + j9u = a(x It yO +(3(xi, y0 = (<*x 1( yO +(Px, . y,) = (ax, + 0x t , 2y0 

Como se ve; 

(a + 0)u=£ftu + 0u 

e, portanto, nao se verifica o axioma M 2 , o que compiova mo ser um espa$o vetoriai o conjunto 
de que trata esse exemplo. 
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2.3 PROPRIEDADES DOS ESPAQOS VETORIAIS 

Da defmi$ao de espafo vetorial V decorrem as seguintes propriedades: 

I) Existe um unico vetor nulo em V (elemento neutro da adi^ao). 

II) Cada vetor u £ V admite apenas um simdtrico (-u) € V. 

III) Para quaisquer u, v,wE V, se u + w = v + w, entSo u = v. 

IV) Qualquer que seja v£ V, tem-se: 

-(-v)=v 

isto e', o oposto de -v e v. 

V) Quaisquer que sejam u,v£ V, existe urn e somente um x € V tal que: 

u + x = v 

Esse vetor x serd representado por: 

x = v - u 

VI) Qualquer que seja v£ V, tem-se: 

Ov = 0 

Naturalmente, o primeiro zero € o niimero real zero, e o segundo e o vetor 0 £ V. 

VII) Qualquer que seja Xe R, tem-se: 

xo = o 

VIII) Xv = 0 implica X = 0 ou v = 0. 

IX) Qualquer que seja v e V, tem-se : 


(_ 1 ) v = _v 
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X) Quaisquer que sejam v E V e XE R, tem-se : 
('X) v = X(-v) = -(Xv) 


2.4 SUBESPAgOS VETORIAIS 

Sejam V um espago vetorial e S um subconjunto nao-vazio de V. 0 subconjunto S e 
um subespa^o vetorial de V se S e um espago vetoriaJ em relagao a adigao e a multiplicagao 
por escalar definidas em V. 

Para mostrar que um subconjunto S € um subespago vetorial de V, deveriamos testar 
os oito axiom as de espago vetorial relativos a adigao e a multiplicagao por escalar. No entanto, 
como S e parte de V, que ja se sabe ser um espago vetorial, nao ha necessidade da verificagao 
de certos axiomas em S. Por exemplo, o axioma A 2 diz que u + v - v+ u, Vu, vE V. Ora, se 
a comutatividade da adigao e valida para todos os vetores de V, ela valera, consequentemente, 
para todos os vetores de S. Existem outros axiomas de espago vetorial merecedores de comen- 
tirio identico. 0 teorema seguinte estabelece as condigoes para que um subconjunto S de um 
espago vetorial V seja um sub espago vetorial de V. 


2.4.1 Teorema 

Um subconjunto S, nao-vazio , de um espago vetorial V e um subespago vetorial de V se 
estiverem satis feitas as condigoes; 

I) Para qua is que r u, v E S, tem-se : 
u + vE S 

11) Para quaisquer a E R, u E S f tem-se : 
oru E S 

Vamos mostrar que sendo validas essas duas condigoes em S, os oito axiomas de espago 
vetorial tamb^m se verificam em S, 

De fato: 

Seja u um vetor qualquei de S. Pela condigao (I, auE S para todo aE R. Fazendo 
a = 0, vem OuE S, ou seja, OE S (axioma A 3 ). Fazendo a = -l,segue (-l)u=-uE S 
(axioma A^). 
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Os demais axiomas A lf M] , M 2 , M 3 e M4 de espa^o vetorial sao veriflcados em S pelo 
fato de ser S um subconjunto nao-vazio de V. 


Observagio 

Todo espa$o vetorial V admite pelo men os dois subespa^os: o conjunto ( 0 } , chamado 
subespa^o zero ou subespa^o nulo, e o pr6prio espa^o vetorial V. Esses dois sao os sub esp 390s 
triviais de V. Os demais subespa^os sao denominados subespa^os prdprios de V. 

Por exemplo, os subespafos triviais de V-1R 3 sao { (0, 0, 0) } (verificar as condi^es 
I e II do teorema 2.4.1) e o prdprio R 3 . Os subespa^s prdprios do R 3 sao as retas e os pianos 
que passam pela origem. 

Para V = R 2 , os subespa^s triviais sao; {(0,0)} e R 2 , enquanto os subespafos prdprios 
sao as retas que passam pela origem. 


Exempios 

1) Sejam V=IR 2 e S = { (x, y) G R 2 /y = 2x} ou S“ {(x, 2x);x G R}, isto e, Sio 
conjunto dos vetores do piano que tem a segunda componente igual ao dobro da primeira, 

Evidentemente, S ¥= <t>, pois (0, 0)G S, 

Verifiquemos as con didoes 1 e II. 

Para u = (xi,2x,)G S e v = (x 2 ,2x 2 )e S, tem-se; 


I) u + v - (xj + x 2f 2xi + 2x 3 ) - (x t + x 2 , 2 (x t + x 2 )) G S, pois a segunda componente 
de u + v d igual ao dobro da primeira. 

II) au = a (x t , 2x x ) = (aXj , 2 (0x1 )) G S, pois a segunda componente de au e igual ao 
dobro da primeira. 


Portanto, S e um subespa90 vetorial de R 2 . 

Esse subespa<;o S representa geometricamente uma reta que passa pela origem 
(Figura 2,4.1a), 

Observemos que ao tomarmos dois vetores u e v da reta, o vetor soma u + v ainda 
d da reta. E se multiplicarmos um vetor u da reta por um mimero real a, o vetor au ainda 
estard na reta. 
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Figuxa 2,4. la 


0 mesmo nao ocorre quando a reta nao passa pela origem. Por exemplo, a reta: 

S = { (x, 4 - 2x); xG R} 

nao £ urn $ubespa$o vetorial do R 2 . Se escolhermos os ve tores u = (1, 2) e v = (2, 0) de 
S, temos u + v = (3,2)^ S (Figura 2,4,1b), 



Fjguia 2.4.1b 
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Observemos ainda que au^ S, para a =£ 1 , 

Os exemplos destas duas ultimas retas sugercm, para qualquer subconjunto S de um 
espa^o vetorial V, que: sempre que 0 S, S nao e subespaco de V. Alias, esse tato e 
sempre util para detectar, muitas vezes de imediato, que um subconjunto S nao e subespaco 
vetorial. No entanto, nao nos enganemos pensando que, se 0 E $. S e subespa 9 o, pois 
podemos ter 0 £ S sem que S seja subespa<;o. t. o caso do subconjunto 

S = { (x; I xi); x€ R}CR J 

Observemos que (0, 0) £ S e que, se tomaimos os vet ores u = (3, 3) e v = (-2, 2) 
de S, teremos u + v = (l,5)£ S (Figura 2.4.1c), 



Observemos ainda que S, a <0, 


Observa$ao 

Nos exemplos trabalharemos somente com conjuntos nao-vazios, ficando dispensed a a 
necessidade de mostrar que o conjunto e mo-vazio. 

2) Sejam W = U $ e 


S= {(x,y, z )/G IR 3 /ax + by + cz = 0} 
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Nesse caso: 

u = (xi , yi , ) G S implica axi + byi + czj - 0 

v = (x 2 , , z 2 ) e S implica ax 2 + by 2 + cz^ = 0 

I) Somando essas igualdades, resulta: 

a(xj + x 2 ) + b(yi + y 2 ) + c(zj + z 2 ) = 0 

e essa igualdade mostra que : 

u + v= (xi + x 2 , yi + y 2 , Z] + z 2 )e S 

pois as coordenadas de u + v satisfazem a equa^ao 

ax + by + cz = 0 

II) Por outro la do, 

au = (ax lf ayi,arzi)e S 
pois, se: 

axi + byx + cz x = 0, 
entdo : 

a(ax t + byj + cz 2 ) = a0 
ou: 

a (ax,) + b (*yi) + c (azj) = 0 

o que vem mostrar que as coordenadas de au satisfazem a equa$ao ax + by + cz = 0. 
Logo, S d urn subespa 5 o vetorial de R 3 . Esse subespa?o S represents urn piano 
qualquer passando pela origem no IR 3 . ■* 
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3) Sejam V = R 4 
e 

S= {(x,y, z,0); x,y,zG IR} 

isto tf, S e o conjunto dos vetores de R 4 que tem a quarta componente nula. 

Veiifiquemos as condi^oes I e II de subespa^o, 

Para u = (x } , y : , z, , 0) G S e v = (x 2 , y 2 , Z 2 . 0) G S, tenvse: 

I) u + v - (x t + x 2 , yi + y 3 , + z 2 , 0) G $ ; pois a quarta componente de u + v e nula. 

II) au = (aXi , ay A , azj , 0) G S , pois a quarta componente de a u £ nula. 

Logo, S e um subespago vetorial de R 4 . 

4) Sejam 



isto S 6 o conjunto das matrixes quadradas, de ordem 2, cujos eleinentos da segunda linha 
sao nulos. 

Para quaisquer 




E $pa$ os vetortois 3} 


tem-se ; 


I) u + vG S 
II) au£S 

Logo, S i um subespa 90 vetorial de M(2, 2). 


Observapao 

E interessante observar que se tivessemos considerado V - IR 4 e 
S = {(a, b, 0,0); a, be IR}, 

o raciocmio seria identico ao que foi feito para as matrizes acima. 

5) Sejam V = M(n f n), B uma matiiz fixa de V e 


S = { A £ M(n, n)/AB = 0 } 

isto S e o conjunto das matrizes que, multiplicadas a esquerda por B, tem como resultado 
a matriz nula. 

Entao : 

Ai G S implica AiB-0 
Aj G S implica A 2 B = 0 
I) Somando essas igualdades, vem: 

AiB + A 2 B = 0 
ou: 

(Ai + A 2 )B = 0 
e, por tan to: 


Aj+AjG S 
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II) Multi plicando por a real a primeiia igualdade, vem: 
a(AiB) = aO 
ou: 

(aAj)B = 0 
e, portanto: 
aAi G S. 

Logo, S i um subespa^o vetorial de M (2, 2). 

6) Sejant V = M(3, 1) e 

S o conjunto*solu 9 ao de um sistema linear homogeneo a tres varifiveis, 
Consideremos o sistema homogeneo 

3x + 4y - 2z = 0 
< 2x + y - z = 0 
x - y + 3z = 0 


Fazendo: 



3 

4 

-2 


X 


h** — 

0 

A = 

2 

1 

-1 

, x = 

y 

e 0 = 

0 


1 

-l 

3 


z 


0 


o sistema, em nota^o matricial, sera dado por AX — 0, sendo X elemento do conjunto- 
solufao S. 

Se 



*1 


x 2 

u = Xj = 

yi 

e v - X 2 = 

Yi 


Zl 


*2 
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sao solu^Qes do sistema, entao: 

AX t = 0 e AX 2 = 0 

I) Soman do essas igualdades, vem: 

AX t + AX 2 = 0 
ou: 

A(Xi +X 2 ) = 0 
o que implica 

X t + X 3 E S 

isto e, a soma de duas solufoes i ainda urns solu$ao do sistema. 

II) Multiplicando por a real a primeira igualdade, vem: 

tt(AX,) = aO 
ou: 

A(aX!) = 0 
o que implica 
aXi E S 

isto e, o produto de uma constante por uma solu^o 6 ainda uma S0IU9S0. 

Logo, 0 conjunto-solufao S do sistema linear homogeneo € um subespafo vetorial de 
M(3, 1). 

Observagoes 

1) Esse conjunto-solu^So S pode tambem ser considerado subespa9o de R 3 , pois um 
vetor (x, y,z)E ER 3 tern nota^ao matricial : 

x 

y 

z 
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2) Esse subespa^o S e tambem chamado espapo-sokifao do sistema AX= 0. 

3) Se tiveimos urn sistema homogeneo de m equates lineares com n variaveis, o 
espago-solugao serd um subespa^o de R n , 

4) Se um sistema linear e mo -homogeneo, o seu conjunto-solu^o S mo e um subespapo 
vetorial (verifica^ao a cargo do leitor). 

7) Sejam V = IR 2 
e 

S* {(x t y); *> 0} 

isto d, S 6 o conjunto dos ve tores de R 2 cuja primeira componente e positiva. 

Sen do 


u = (xi,y 1 ), x, >0, e 
v = (x 2f y 2 l x 2 >0 
vetores qua isquer do S, temos: 


I) u + v = (Xi + x a , y ! + y 2 ) G S pois x t + x 2 > 0. isto e. a soma de dois vetores com a 

primeira componente positiva e um vetor cuja primeira componente 6 tambdm positiva. 

II) au = (oxi , oty } ) ^ S quando « <0* isto e, nem sempre o produto de um vetor com 
a primeira componente positiva por um numero real a resulta um vetor cuja primeira 
componente 6 positiva. Por exemplo, u-(3,4)£ S e -2(3, -4) = (-6, 8) ^ S. 

Logo, S nao e subespa^o de R 2 , 

Para chegar a essa conclusao poden'amoa ter usado o fato de que (0, 0) ^ S (imediata). 

2.4.2 lnterse$ao de dois Subespapos Vetoriais 

Sejam S] e S 2 dois subespa50s vetoriais de V. A interse^ao S de Si e S 2 , que se 
repres^rita por S = Si H S 2 , € o conjunto de todos os vetores V tais que v £ Si e v£ S 2 , 
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2. 4. 2.1 Teorema 

A interse^ao S de dois subespa^os wetoriafc Sj e S 2 de V e um subespafo vetorial de 
V. De fato: 

!) se u,v£ Si , entao u + v G S! ; 
se u, v G , entao u + v G S 2 . 

Logo: 

u + vG Si n S 2 - S, 

II) Para qualquei XG R; 

se v G Si , entao X v G Si ; 
se vG S 2f entao Xv G S 2 . 

Logo: 

X v G Si n S 2 - S 


Exemplos: 

1 ) Seja V o espa$o vetorial das matrizes quadradas de ordem 2: 


V = 


a b 

c d 


; a, b, c, d G R 


Sejam Si e S 2 subespa^os vetoriais de V: 




1 


X> 

cfl 

1 




; a,be R 


LO 0 
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S3 = 


a 

0 ] 

■■ 

Lt 

0 . 

; a, c g R 





A intersepao S=S] O S 5 e um subespapo vetorial de V: 




a 0 * 


s = < 



; a€ 1 R 



l" 

O 

O 



* 


j 


2 ) $eja o espapo vetorial IR ? = { (a, b, c); a, b,c&R} e os subespapos vetoriais 
Si = {(a,b,0); a.beF} e S 2 = { (0, 0, c); c e R} . A intersepao Si n S 3 £0 
subespapo vetorial S = {(0,0,0)} = {0}. 


2.4.3 Soma de dois Subespapos Vetoriais 

Sejam Si e S 3 dois subespapos vetoriais de V. A soma S de St e St, que se repre- 
senta por S = S, + S 2 , £ o conjunto de todos os vetores u + v de V tais que u£ Sj e vG S 2 , 


2. 4.3.1 Teorema 

A soma S de dois subespapos vetoriais Si e S 2 df V £ um subespapo vetorial de V. De 

fato: 

I) se Uj , u 2 e St, entao Uj + u 3 G Sj ; 
se V|,v s G $ 2 , ent£o v, + v 2 G S*. 

Por outro lado : 

u t + Vj G S 
u 3 + v 2 G S 

logo: 

(ui + Vj ) + (u 3 + v 2 ) c (u t + u 2 ) + (vt + v 2 ) G Si + S 2 = S 
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II) Para quaiquer XE 1R; 

se Ui £ S| f entao Aui E Si ; 

se v, E S 2 , entao Xv, E Sj. 

Por outro lado : 
u f + v, E S 
logo: 

X(uj + V| ) = Xuj + Xvj 6 Sj + S 2 = S 


Examples 

t) A soma S dos subespa^os vetoriais S[ e Sj referidos no exemplo \ de 2.4,2, l £ urn 
subespa^o vetonal de V : 


S - 


a b 
Lc 0 | 


; a,b,cE R l 


2) Sejam os subespasos vetoriais S] = {(a f b,0); a, bE R} e S 2 = { (0, 0, c); c E R} do 
espapo vetorial R 3 = {(a, b, c); a, b, c E JR} . 

A soma Sj + S 2 ^ o subespago vetorial S = { (a, b, c); a, b, c E R } , que, no caso, 6 
oprdprio R 3 . 


2.4.4 Soma Direta de dois Subespapos Vetoriais 

Sejam Si e S 2 dois subespa^os vetoriais de V. Diz-se que V e a soma direta de Si e 
S 2 , e $e representa por V = Si © S 2f se V= Sj + S 2 e Si n S 2 = { 0 } . 


3 $ 
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2.4.4. 1 Teorema 

Se V e a soma direta de S 2 e Sj, todo vetor vE V sc escreve, dc modo unico, na 
forma: 

v = u + w 

onde: 

u E Si e wG S; 

De fato, de V = Si © S 2 1 vem, para qualqucr v E V: 

v = u + w, onde uES t e vGS 2 (2.4.4.1-I) 

Suponhamos que v pudesse exprimir-se tambem pc la forma: 

v = u ; + w ; , onde u ; E S t e w* E S 2 (2.4.4 l-II) 

As igualdades 2. 4 .4.1 -I e 2. 4 .4. l-II permitem escrever; 
u + w = u' + w' 

ou: 

u - u' - w' - w 

onde: 

u - u' E Si e w' - w E S 2 
Tendo em vista que Si Pi S 2 = (0>: 
u-u J = w'-w = 0 

isto 6 : 

u = u r e w = w J 
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Exempio: 

O espa$o vetorial F 3 = { (a, b, c); a,b,c£ F} 6 a soma direta dos subespa?os vetoriais; 

Si = {(a f b,0); a, bG F} e S a = {(0,0, c); c€= R} 

pois qualquer vetor (a, b, c) e R 3 pode ser escrito como soma de um vetor de Si e um vetor 
de $ 2 de modo tinico : 

(a s b, c) = (a, b, 0) + (0, 0, c) 

e, portanto: 

E 3 =S,©S 2 

2.5 combinaqAo linear 

Sejam os vetores v lt v 3 , ..., v n do espa$o vetorial V e os escalares aj , a 2 , a n< Qualquer 
vetor v E V da forma: 


v" aiV! + a 3 v 2 + ... + a n v n 
e uma combinagdo linear dos vetores vj, v 2 , ..., v . 

Exempio 

No espa$o vetorial P 2 dos polindmios de grau <2, o polinomio v = 7x 2 + 1 lx - 26 ^ 
uma combina^ao linear dos polinomios: 

Vj = 5x 2 - 3x + 2 e v 3 = -2x 2 + 5x - 8 

De fato: 
v = 3v, + 4 v 2 

isto e : 

7x 2 + llx - 26 = 3(5x 2 - 3x + 2) + 4(-2x 2 + 5x - 8) 

7x 2 + 1 lx - 26 = 15x 2 - 9x + 6 - 8x 2 + 20x - 32 
7x 2 + llx - 26 = 7x 2 + 1 lx - 26 
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2.5.1 Problemas Resolvidos 

Para os problemas de 1 a 4, consaderemos, no R 3 , os seguintes vetores: Vj =(1,-3, 2 ) 
e v 2 =(2, 4,-1). 

1 ) Escrever o vetor v = (-4, -18, 7) como combinaipao linear dos vetores v l e v ? . 

Sofuqio 

Pretende*se que: 
v- a^t + a 2 v 2 

sendo ai e a 2 escalates a determinar. Entao, devemos ter: 

(-4 1 -18,7) = a 1 (l,-3,2) + a 2 (2,4,-l) 
ou: 

(-4, -18, 7) = (a 1 ,-3a 1 ,2a 1 ) + (2a 2 , 4a 2 , -a 2 ) 
ou: 

(-4, -18, 7) = (a! + 2a 2 , -3a x + 4a 2 , 2a x -a 2 ) 

Pela condi $56 de igualdade de dois vetores, resulta o sistema: 

r 

+ 2^2 = "4 
-3ai + 4a 2 = -18 

2&i - <i 2 ~ 7 

cuja S 0 JU 9 I 0 e ii =2 e a 2 = - 3 . 

Portanto, 


v= 2vj - 3v 2 
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Observagao 

Esse sistema e outros deste Capitulo estao resol vidos no Apendice. 

2) Mostrar que o vetor v = (4 t 3, -6) nao e combinafao linear dos ve tores Vj e v 2 . 


So/ugao 

Deve-se mostrar que nao existem escalares ax e a 2 tais que: 
v=a 1 v 1 +a 2 v 2 

Com prooedimento andlogo ao do problema anterior, temos: 
(4, 3, -6) = ax(l, -3, 2) + a 2 (2, 4, -i) 


de onde resutta o sistema: 


a t + 2a 2 - 4 
1 — 3a i 4a 2 = 3 

2a i - a 2 = -6 

Observemos que esse sistema difere do anterior pelos termos independentes. Como 6 
incompativel, o vetor v nao pode ser escrito como combina^ao linear de vj e v 2 . 

3) Determinar o valor de k para que o vetor u = (-l,k, -7) seja combina^ao linear de 
Vj e v 2 . 


Sofugao 


Devemos ter : 
u = ax Vi + a 2 v 2 


ou: 


(-l,k, -7) * a,(l, -3, 2) + a 2 (2, 4,-1) 
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de onde vem o sistema: 


a : + 2a 2 = -1 
* -3aj + 4a* - k 
2a i - & 2 7 

K 

do qual resulta, como solu^ao do pioblema proposto, k = 13 (aj - -3 e a 2 = 1). 

De fato: 

(-1, 13,-7) = -3(1, -3,2)+ 1(2,4, -1) 

(-1, 13,-7) = (-3,9, -6) + (2, 4, -1) 

(-1,13, -7) = (-1,13, -7). 

4) Determinar a condi^ao para x, y e z de modo que (x, y, z) seja combina^ao linear dos 
vetores v k e v 2 . 


Sofugao 

Devemos ter: 


(x,y s z) = axCl, -3, 2) + a 3 (2, 4, -1) 


de onde vem o sistema: 


a! + 2a 2 = x 
< -3a t + 4a 2 = y 
2a i * a 3 ~ z 

0 vetor (x f y } z) somente ser3 combinafao linear de Vj e v 2 seo sistema tiver solu^ao, e 
isto somente ocorre se : 

x - y - 2z = 0 


ou: 


x = y + 2z 
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Assim, todos os vetores (x, y, z) € IR 3 , que sao combina^oes lineares de v x e v 2 1 tem 
a forma: 

(y + 2z, y, z) 

com y,z£ R. 

Pbdemos fazer a interpreta^ao geomdtrica desse resultado. Observe mos que os vetores v x e 
v 2 nao sSb colineares. O vetor a^i tem a dire 9 ao de v 1t e o vetor a 2 v 2 , a direijao de v 2 . 
Logo, todos os vetores (x, y, z) e R 3 do tipo 


(x } y,z) = at Vi + a 2 v 2 

formam urn piano tt que passa pela origem conforme sugere a figura 2.5.1 . Esse piano tem equa 9 ao 
x - y -2z = 0, que estabelece a condigao solidtada entre os componentes x, y e z. 



5) Mostrar que o vetor v = (3, 4) G IR 2 pode ser escrito de infinitas maneiras como combi* 
na^o linear dos vetores v* = (1,0), v 2 = (0, 1) e v 3 = (2, -1). 

Soiugao 


Tem-se: 

(3, 4) = a(l, 0) + b(0, l) + c(2, -1) 
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donde : 


a + 2c = 3 
b - c = 4 


ou: 


a = 3 - 2c 
b = 4 + c 

e, portanto, para cada valor de c obtem-se um valor para a e outro para b, 

2.5.2 Subespapos Gerados 

Seja V um espa 90 vetorial Consideremos um subconjunto A- { Vi,v 2 , } C V, 
A*tf>, 

0 conjunto S de todos os vetores de V que sao combinacoes lineares dos vetores de A e 
um subespa^o vetorial de V. 

De fato, se: 


u- a^j + a 2 v 2 + ... + a n v n 
e 

V-biV, + bjv, + ....+ b» n 
sao dois vetores quaisquer de S, pode-se escrever; 


u + v = (a, + bj) v, + (a 2 + b 2 )v 2 + ... + (a n + b n ) v p 
au = (aai)vi + (aa 2 ) v 2 + ,., + (aa n )v n 

Tendo em vista que u + v £ S e que a u £ S, por serem combinafoes lineares de 
Vi, v 2t v conclui-se que S £ um subespafO vetorial de V. 

Simbolicamente, o subespa$o S e: 


S = { v e V/v = aj vj + ... + a n v n , a 2 , a n £ 1R } 
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Observances 

1) 0 subespaso S diz^se gerado pelos vetores vj , v 2 , v ou gerado peto conjunto A, e 
representa-se por: 

S" [vi,v 2 , ...,v n ] ou S = G(A) 

Os vetores Vi , v lf v n sao chamados geradores do sube$pa 90 S, enquanto A e 
o conjunto gerador de S. 

2) Para o caso particular de A “ 0, define-se; [0] = {0 } . 

3) ACG(A), ouseja, {v lf ... f v n } C [v lT ...,v n ] . 

4) Todo conjunto AC V gera um subespa^o vetorial de V, podendo ocorrer G(A) = V. 
Nesse caso, A 4 um conjunto gerador de V* 

Exempfos 

1) Os vetores i = (l, 0) e j =(0, 1) geram o espa^o vetorial R 2 , pois qualquer (x, y) C R 2 
4 combinaf ao linear de i e j ; 

(x, y) = xi + yj = x(l, 0) + y (0, 1) = (x, 0) + (0, y) = (x,y) 

EntSo : 

2) Os vetores i = ( 1 , 0, 0) e j = (0, 1 , 0) do R 3 geram o subespa^o 
S= {(x,y,0)e IR 3 /x,y e IR} 

pois: 

(x, y,0) = x(l,0, 0) + y(0, 1,0) 

Entao: 


[i,jj =S 4 um subespa^o prdprio do R 3 e represents, geometncamente o piano xOy. 
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3) Os vetores t x = (1, 0, 0), e 3 = (0, 1 , 0) e e 3 = (0, 0, 1) geram o espa 9 o vetorial F 3 , pois 
qualquer v = (x, y t z) £ R 3 6 combina^fo linear de ej , e 2 e e 3 : 

(x, y, z) = x(l, 0, 0) + y (0, ] , 0) + z(0, 0, 1) 
ou: 

v = xej + ye 2 + ze 3 
Entao ; 

( e i » e a> e 3 j = R 3 
ObservaQiio 

Antes de re solve rmos alguns problemas e forneoermos oertas interpreta^Ses geom^tricas, 
atentemos para um fato importante. 

Dados n vetores V! , v n de urn espa^o vetorial V, se w G V d tal que 
w = a 1 v 1 t ... + a n v n 
entJo: 

[v,, ...,v n ,w] = [v lf ...,v n ] 

pois todo vetor v que e combinagao linear de v 1? v n , w e tambem combinagao linear de 
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Supondo que : 

v G [v t,..., v n , w] , entao existem numeros reals bi , . * . » b n , b 

tais que 

v =bi v x + ... + b n v n +bw 

mas: 

w = aiv t + . . . + anv n 

logo: 

v = biv, + ... +b n v n + b(a lVl + ... +a n v n ) 
ou 

V = (bi + aib)vi + ... + (b n + a n b)v n 

e, portanto, v e combina^ao linear de Vi, . . . , v n , isto e, 

V G [v i , .... Vfj ] 

A reciproca, ou seja, 

se v £ [v lf . . . , v n ]» entao vE^, . . . , v n , w] 
d trivial, pois 

se v = ai V!+ ... + a n v n , entao v - aiV! + . . . + a n v n + Ow. 

Asam, sendo S urn subespai^o gerado por um conjunto A, ao acrescentarmos vetores 
de S a esse conjunto A, os novos conjuntos continuarao gerando o mesmo subespaso S. Esse 
fato fa z entender que um determinado subespaso S pode ser gerado por uma infinidade de 
vetores, porem existe um runner o minima de vetores para gerd-to. 


2.5.2. 1 Problems* Resotvidos 

6) Sqa V = 1R 3 . Determinar o subespa^o gerado pelo vetor V| - ( 1 , 2,3). 

Sofugio 

Temos: 


[v, J - { (x, y, z) € / (x. y, z) = a(l, 2, 3), a G 1R} 
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Da igualdade: 

(x, y, z) = a(l, 2, 3) 

vem: 

x = a 
y = 2a 
z = 3a 

donde 

y - 2x 
z ~ 3x 

Logo, 

[Vj ] = {(x, y, z) 6 ]R 3 /y = 2x e z=3x} 

OH 

[Vil = {(x, 2x, 3x); X e K} 

O subespago gerado por um vetor vj E 1R', vj 0, ^ uma reta que passa pefa origem 
(Figura 2.5.2a). Se a esse vetor acrescentarmos v 2 , v 3 . todos colineares entre si, o subespago 

gerado por 2, 3, ... ve tores continuara sendo a mesma reta: 


Ivi] = [Vi, v 2 ] = [v,, v 2 ,v 3 ] = ... (Figura 2.5.2b) 
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7) Seja V - IR 3 . Determinar o subespaso gprado pelo conjunto A = {v t) v 2 }, sendo 
V. = (1, -2, -1) e V, -(2, 1, 1). 

So/upao 

Temos: 

[vi , v 3 J *= { (x, y, z) € IR 3 f(x, y, z) = a,(l , -2, -I) + a 2 <2, 1 , 1), a, , a 2 e IR } 

Da igualdade acima, vem: 

aj + 2a 2 = x 
< - 2a t + a 2 — y 
-aj + a 2 ^ z 

0 vetor (x, y, z) e [v l5 v 2 ] se, e somenle se, o sistema tern solugao. e isto someme ocorre 
quando x + 3y - 5z = 0 (exercicio a cargo do lei tor), 

Logo: 

[Vi , V* ] * { (x, y, z) 6 IR 3 /x + 3y ~ 5z = 0 } 

0 sube$pa$o geiado pelos ve tores v ]; v 2 € R 3 , ndo-co linear es, e urn piano v que passa 
pela origem (Figura 2.5.2c). Se a esses dois vetores acrescentarmos v 3 i v 4 ,..., todos copknares , 
o subespaso gerado por 3,4,... vetores continual sendo o mesmo piano n: 

[vi, v 3 ] = [ Vl ,v 2) v 3 ] = [v^vj, v 3 , v 4 ] = ... (Figura 2. 5. 2d) 



X 


Figura 2-5-2 c 


Figura 2. 5, 2d 
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8) Seja V=1R 3 . Determinar o subespa^o gerado pelo conjunto A = {vj, v 2 , v 3 }, sendo 
vi =(1, 1, 1), Vj - (1, 1, 0) e v 3 = (1, 0, 0). 


SolufdO 

Para todo vetor (x, y, z) e [v ls v 3 , v 3 ], tem-se: 

<X y, z) = a, ( 1 , 1, l) + a 2 (l, 1,0) + a 3 (l, 0, 0) 
Desta igualdade, vem: 

r 

ai + a 2 + a 3 = x 
■ ai + a 2 = y 
a t = z 

ou: 

ai - z 

1 a 2 = y - z 
a 3 = x - y 

.. 


Porlanto: 

(x, y,z) = z(l, 1, 1) + (y -z)(1, 1, 0) + (x -y)(L, 0, 0) 

e, por conseguinte, os vetores v lt v 2 e v 3 geram o R 3 , pois cada vetor do R 3 i combina$ao 
linear dos vetores dados. 

Logo: 


[Vi , V 2 , v 3 ] = 1R 3 


0 subespa^o gerado por tres vetores mo-copbnares e oproprio R 3 (Figura 2.5.2e). Sea 
esses ties vetores acrescentarmos v 4 , v 5) ... quaisquer, o subespaijo gerado pelos 4, 5, ... vetores 
continuard sendo o proprio R 3 : 


[vi, v 2 , v 3 J = [v lt v a , v 3 , v 4 ] - ... 
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Figura 2.5.2e 


9) Mostrai que o conjunto A = { (3, 1 ), (5, 2) } gera o IR 2 . 


Soiu^ao 

Vamos mostrai que todo vetor (x, y) G IR 2 6 combina^o linear dos ve tores do conjunto 
A, isto if, sempie existem os numeros reais a! e a 2 tais que: 

(x, y) = a!(3, 1) + a 2 (5, 2) 

Dai vem o sistema: 

3ai + 5a 3 = x 
ai + 2a 3 - y 

L 

que, resolvido em term os de x e y, fornece: 
aj = 2x - 5y e a 2 = 3y -x 


Portanto: 

(x, y)= (2x - 5y)(3, 1) + (3y- x)(5, 2) 
isto € : 


G(A) = IR 2 
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10) Sejam V = M(2, 2) e o subconjunto 


3 -1 


-2 3J , LI 1 


Determinar o subespa^o G(A). 


So/uqao 


Para todo vetor 


x y 


z t 


G(A), 


tem-se: 


x y 


z t 


12 3-1 

+ b 


e dai o sistema: 


■ a + 3b = 
2a - b = 


-2a + b 


3a + b = 


que 6 compativel se : 


z - -y e x - -2y + t 


Logo: 


f-2y + 1 y" 

G(A) = ; y, t e JR 
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2.6 ESPAgOS VETORIAIS FINITAMENTE GERADOS 

Um espa^o vetorial V £ finitamente gerado se existe um conjunto finito A, AC V, tal 
que V = G(A). 

Com exce?ao do Exemplo 6 de 2.2, os demais exemplos de espa^os vetoriais citados at<5 
aqui sao finitamente gerados. Por exemplo, vimos que o JR 3 e gerado pelo conjunto finito de tres 
vetores 

A= {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)} 
pois, paratodo (x, y, z) £ IR 3 , temper 

(x, y, z) = x(l, 0, 0) + y(0, 1, 0) + z(0, 0, 1) 


Em nosso estudo trataremos somente de espagos vetoriais finitamente gerados. 

Um exemplo de espa$o vetorial que mo <6 finitamente gerado € o espa^o P de todos os 
polindmios reals. 

Na verdade, dado A = { p t , p n } CP, onde i um polinomio de grau i e p n o de 
mais alto grau, qualquer combinaipao linear 


a i Pi +a 3 p2 +... +& Ti P Ti 

tem grau <n. Assim, o subespa^o [pi , .... p n J contdm somente polindmios de grau menor 
ou igual ao grau de p n , Como P & -formado por todos os polindmios, existent nele polindmios 
de grau maior que o de p n . Logo, G(A) ^ P para todo conjunto finito A C P. 


2.7 dependEncia E INDEPENDENCY linear 

No problema 8 de 2. 5. 2.1, chamamos a atenfao para o fato de que o espa?o vetorial R 3 pode 
ser gerado por tres vetores, ou tambdm por quatro, ou por cinco etc. Assim, tres vetores cons- 
tituent o ntimero minimo neoessaiio para gerar o IR 3 . No entanto, quatro, cinco ou mais 
vetores podem gerar o R 3 . PortSm, nesse caso, sobram vetores no conjunto gerador. Em nosso 
estudo temos grande interesse no conjunto gerador que seja o menor possivel. Para a determi- 
nafao do menor conjunto gerador de um espa^o vetorial, precisamos ter a no 9 §o de dependence 
e independence linear. 
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2.7.1 Definrgao 

Sejam V urn espapo vetorial e 
A= {v l5 .... v n } C V 
Consideremos a equapao 

a jV] + .., + ^ = 0 (2.7) 

Sabemos que essa equapao admite pelo menos uraa solupSo: 
ai=0, a 2 = 0, a n = 0 
chamada solupSo trivial. 

0 conjunto A diz-se linearmente independente (LI), ou os vetores v 1; .... v n sao LI, 
caso a equapao (2 .7) admita apertas a solugao trivial 

Se existirem solupoes a^O* diz-se que o conjunto A £ linearmente dependents (LD), ou 
que os vetores v 1? v n sao LD. 


Exempios 

1) No espapo vetorial V-JR 3 , os vetores =(2, -1,3), v 2 =(-1,0, -2) e v 3 =(2,-3, 1) 
formam um conjunto linearmente depen dente, pois 


3v t + 4 v 2 - Vj = 0 


ou seja; 


3(2, -1,3) + 4(-l, 0, -2)- (2, -3, 1) = (0, 0, 0) 

2) No espa$o vetorial V = IR", osvetores v, =(2,2, 3, 4), v, = (0,5, -3,1) e v, = (0,0, 4,-2) 
sao linearmente independentes. De fa to: 

a(2, 2, 3, 4) + b(0, 5, -3, 1) + c(0, 0, 4, -2) = (0, 0, 0, 0) 

(2a, 2a, 3a, 4a) + (0, 5b, - 3b, b) + (0, 0, 4c, -2c) = (0, 0, 0, 0) 

(2a, 2a + 5b, 3a - 3b + 4c, 4a + b - 2c) = (0, 0, 0, 0) 
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isto £ ; 

2a =0 

2a + 5b =0 

< 

3a - 3b + 4c - 0 
4a + b - 2c = 0 

0 sistema admite unicamente a soiusao: 
a = 0, b = 0 e c = 0 

3) No espafo vetonal IR 3 , o conjunto {ei,e 3 ,e 3 }, tal que ej =(1,0,0), e 2 =(0.1,0) e 
e 3 = (0,0,1), e LI. 

De fato, a equa^ao: 

a^) + a 2 fi: + a 3 e 3 = 0 
ou: 

a t ( 1 , 0, 0) + a 2 (0, 1,0) + a 3 (0, 0, 1) = (0, 0, 0) 
iransforma-se em: 


( aj , a 2 . a 3 ) = (0, 0, 0) 
e, portanto 
&i — a 2 - a 3 - 0 
Logo, o conjunto: 

{( 1 , 0 , 0 ), ( 0 , 1 , 0 ), ( 0 , 0 , 1 )} 

6 LI 

De forma analogs mostra-se que os ve tores 
e, = (1, 0.0, 0), e 7 -(0, 1,0, .... 0). ... e n = (0, 0, 0, ..., 1) 
formam uni conjunto linearmente independente no (R n 
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4) No espafo vetorial M(3, 1) das matrizes-colunas, de ordem 3* 1, os vetores: 



r l' 


0 


0 

«1 = 

0 

e 2 = 

1 

> e 3 = 

0 


0 


0 


1 


sao LI (verificagao a cargo do leitor). 

5) No IR 2 , os vetores =(1,0) e e 2 = (0, 1) sao LI. No entanto, os vetores e,,e 2 e 
v- (a, b) s2o LD. De fato: 

x(l, 0) + y (0, 1) + z(a, b) = (0, 0) 

(x, 0) + (0, y) + (az, bz) = (0, 0) 
lx + az, y + bz) = (0, 0) 

is to e : 


x + az = 0 
y + bz = 0 

0 sistema admite ao menos uma solu^ao nao-trivial. Por exemplo. fazendo z = 1 , vem: 

x = -a e y = -b 

Logo: 


-ae, - be 2 + v - 0 

6) No espa^o vetorial M(2, 2), o conjunto 



i LD 
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Examinemos a equa^ao 



1 T'J 

1 ' 


2 -3 


3 -4 


— — 

0 0 



+ 3.2 

i 

+ a 3 


II 



-3 1 


3 0 


3 1 


0 0 


ou, de modo equjvalente: 


- a! + 2 a 2 + 3a 3 

2a] j 3a 2 — 4a 3 


0 

0 

- 3 aj t" 3 a 2 5- 3h 3 

a] + a 3 

1 

i 

0 

0 


e dai o sistema; 

- ai + 2 a 2 + 3a 3 = 0 
2a i - 3a 2 - 4a 3 — 0 
-3ai + 3a 2 + 3a 3 = 0 
a t + a 3 = 0 

cuja solu^ao e a! - -a 3 e a 2 = - 2 a 3 , 

Comoexistem solugoes aj ^0 para a equagSo (1), o conjumo A £ LD. 


Qbserva$ao 

Vamos substituir a scilu^o do sistema na equagao (1 ): 
-a ; vj - 2 a 3 v 2 a 3 v 5 =0 

ou. 

a 3 v t + 2 a 3 v 2 - a 3 v 3 - 0 


para todo a 3 G IR. 
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Dividindo ambos os membros dessa igualdade por a 3 ^ 0, result a: 
vi + 2v a - v 3 - 0 
e dal. vem: 

v, = -2v 2 + v 3 (v, e combina$5o linear de v 2 e v 3 ) 

ou: 

v 3 = --^-v, + -yv 3 (v 3 e com bin a^do linear de v t e v 3 ) 

ou, ainda: 

v 3 = v i + 2 v 2 (v 3 £ combma^o linear de v, e v 3 ) 

Como se observa, sendo A um conjunto LD, entao um vetor de A £ combina^ao linear 
dos outros. Esse fato e sua reciproca constituem o teorema seguinte 


2.7.2 Teorema 

“Um conjunto A = { v x , Vj, v n ; £ LD se, e somente se, pelo menos um desses vetores 
e combina^ao linear dos outros,” 

A demcmstra^o £ constituida de duas partes : 

U 1 ) Seja A linearmente dependente. Entao. por definite. um dos eoeficie rites da igualdade: 
a, v, + ... + + ... + a n v n = 0 

deve ser diferente de zero, Supondo que a 1 =£ 0, vem 

a i v \ ~ -a , v i - - a,,, vj_, -a 1+1 v i+1 - ... - a n v n 

ou 


e. portanto, V| e uma combina^ao linear dos outros vetores. 
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2?) Por outro lado, seja v^ uma combina^ao linear dos outros vetores.' 
vi = b,vi + ... + bj_, v^, +bj +l v i+1 + ... + b n v n 
ou, ainda: 

b,v, + ... + b*_,V|_, - i Vj + bj+ t Vj+ ! + ... + b n v n = 0 
e, portanto, a equa^ao 

b] v, + ... + (-1) v, + ... +■ b n v n =0 
se verifica para bj ^ 0. No caso, b t = - 1 . 

Logo, A e LD. 

Observances 

1 ) Esse ultimo teorema pode ser enunciado de forma equivalents : 

“Um conjunto A= {vj, v n } e LI se. e somente se, nenhum desses vetores for 
combina^So linear dos outros.” 

2 ) Para o caso particular de dois vetores, temos: 

“Dois vetores v, e sao LD se, e somente se, um vetor 6 mdltipio escalar do 
outro.” 

Por exemplo, os vetores 
v, = (1, -2, 3) e v, =(2,-4, 6) 
sao LD, pois 
1 

V, =— Vj 

ou: 


v 2 = 2vj 
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enquanto 

V) = (1, -2, 3) e v 2 = (2, 1, 5) 

sao LI, pois 

V, *kv 2 

para todo k6 R 

3) Nos graficos a seguir apresentamos uma interpretafao geometrica da dependencia linear 
de dots e tres vetores no IR 3 . 




(Vi e v 3 estao representados na mesma reta 
que passa pel a origem) 



(vi , v 2 e v 3 estao representados no mesmo 
piano que passa pela origem') 
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2.7.3 Problemas Resolvidos 

1 1 ) Verificar se sSo Li ou LD os seguintes conjuntos : 

C M(2,2) 

b) {(2,-1), (1,3)} CIR‘ 

c) {(-1,-2, 0.3), (2,-1, 0,0), (1,0, 0,0)} C1R 4 

d) { I + 2x - x 2 , 2-x + 3x\ 3 - 4x + 7x 3 J C P 2 

Solti gao 

a) Como o conjunto tern apenas dois vetores com urn deles sendo multiplo e&calai do outro 
(o segundo vetor £ o triplo do primeiro), o conjunto e LD, de acordo com a Obscrvaijao 2 do 
Teorema 2.12. 

b) Tendo em vista que um vetor ngo ^ rrulltipLo escalar do outro, o conjunto 6 LI. 
Mesmo que fossemos examinar a igualdade : 

a(2, -1) + b(l, 3) = (0. 0) 

conchiiriamos que o sistema 

2a + b = 0 
-a 1 3b = 0 

ad mite somente a solucao trivial, o que vem con fir mar ser o conjunto LI. 
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c) Consideremos a equa?ao: 

a (-1, -2, 0, 3) + b(2, -1, 0, 0) + c< 1, 0, 0, 0) = (0, 0, 0, 0) 

Portamo: 

- a +■ 2b + c = 0 
-2a- b =0 
3a =0 

Como o sistema ad mite apenas a solu^Jo trivial: 
a = b = e = 0. 

o conjunto € LI. 

d) Seja a equapio: 

a(l + 2x~x 2 ) + b(2-x + 3x 2 ) + c(3~4x + 7x 2 ) = 0 (1) 

ou: 

(a + 2b + 3c) + (2a - b - 4c) x + (-a + 3b + 7c) x 2 = 0 + Ox + Ox 2 

Pelo principio da identidade de polindmios, vem : 
a + 2b + 3c = 0 
2a - b - 4c = 0 
. -a + 3b + 7c = 0 


Como esse sistema admite outras solugoes alem da trivial, o conjunto € LD. 

Qbservacao 

0 leitor deve ter notado que a variavel x nos polinomios desse probiema nao desempenha 
nenhum papel no calculo. Com o objetivo desimplificar.a cada polinomio dotipo a G + ajx + a 2 x 2 . 
associate a terna (ao, ai , a 2 ) 
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Assim, a igualdade (1) desse problems podeiia ter sido escrita a&sim: 
a ( 1 , 2. -1) + b(2, - 1 . 3) + c(3, ~4, 7) = (0, 0, 0) 

Simplifica^oes analogas a essa podem ser fejtas, por exemplo, associando: 
1 ) a<, + a, x + a 2 x 2 + a 3 x 3 E P 3 com (a 0 , a, . a 2 , a 3 ) E IR^ 


2 ) 


a 


b 



E M (2, 2) com (a,b, c,d) e R* 


3) a + ex 2 E P 3 com (a. 0, cj E IR 3 
e assim por diant e 


12) Provai que se u e v sao L!, entao u + v e u - v tambem o sao. 


Sotucao 

Consideremos a igualdade 

a(u+v) + b(u-v) = 0 

da qual results 

(a + b) u + (a - bl v = 0 

Como u e v sffo LI. nessa igualdade (3) deve-se ter: 

a + b = 0 
, a - b = 0 


( 2 ) 


(3) 


sistema que admite somente a sohnpao a - b - 0, Logo, pela igualdade (2), u + v e u - v sSo LI. 
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13) Determinar o valor de k para que o conjunto 
{(1,0, -1), (1, 1,0), (k, 1,-1)} 
seja LI 

Soluqao 

0 conjunto seri LI se, e somente se, a equafJo 
a(l,0,-l) + b(l, 1, 0) + c(k, 1,-1) = (0,0,0) 
admitir apenas a solu^o a = b = c = 0. Dessa equa^ao, vem: 

a + b + kc - 0 
b + c = 0 
-a -c = 0 

Para que esse sistema admita apenas a solu£ao trivial, deve-se ter k =£ 2 (a cargo do leitor), 
Logo, o conjunto sera LI se k ^ 2. 

2.7.4 Propriedades da Depend£ncia e da Independence Linear 

Seja V um espafo vetorial. 

I) Se A = { v } C V e v =£ 0, entao A e LI. 

De fatD : 

Como v ^ 0, a igualdade 
av = 0 


so se verifica se a = 0. 
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Observa^ao 

Considera-se, por defini^o, que o conjunto vazio <£ £ LI 

II) Se um conjunto A C V contem o vetor nulo, entao A e LD. 

De fato: 

Seja o conjunto A = { v, , , 0 v n } 

Entao, a equa<;ao 
O.Vx + ... + a.O + ... + 0,v n = 0 
se verifica para todo a ^ 0. Portanto, A £ LD. 

[II) Se uma parte de um conjunto A C V e LD, entao A £ tambem LD. 

De fato : 

Sejam A = {v lr v r , v n } e a parte 
Ai = {vj, ..., v r } C A, A ! e LD 

Como A] e LD, existem aj ^ 0 que veri ficam a igualdade: 
v i + ... + a r v f - 0 

e esses mesmos a^ i= 0 verificam tambem a igualdade 
a t Vi + ... + a f v r + 0.v r+1 + ... + 0.v n = 0 
Logo, A = { v t , ..., v rf .... v n } £ LD. 

IV) Se um conjunto A C V £ LI, qualquer parte Ai de A e tambem LI. 

De fato, se Ai fosse LD, pela propriedade anterior o conjunto A seria tambem LD, o 
que contra diz a hipdtese. 
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Observapio 

Se todos os subconjuntos prdprios de um conjunto finito de ve tores sao LI, o fato nao 

signifies que o conjunto seja LI. De fato, se considerarmos no IR 2 os ve tores e, =(1,0), 

e 3 =(0, 1) e v = (4, 5), veiificaremos que cada um dos subconjuntos {ei,e 4 }. {ei,v}, 

{ e 2 . v } , { e, ; , { e 2 } e { v } e LI, enquanto o conjunto { e x , e 2 f v } e LD. 

V) Se A = { Vj , C V e LI e B = { v, v n , w} C V * LD, entao w i 

combinafao linear de v i, v n 

De fato: 

Como B e LD, existem escalares a, , . . . , a n , b, nem todos nulos, tais que: 
a t V] + ... + a n v n + bw = 0. 

Ora. se b = 0, entao algum dos aj nao e zero na igualdade: 
a lVl + +4^ = 0 

Por£m esse fato contradiz a hipotese de que A e LI. Consequentemente, tem-se b^O. e. 
portanto: 


bw - -a, v, - 


~ a n v n 


o que implica 


W "T V ' 


a n 

b Vn 


isto e. w e comb ina^ao linear de vj, ,,,, v 


2.8 BASE E DIMENSAO 
2.8.1 Base de um Espago Veto rial 

Um conjunto B = { Vj , ..., v n CV 6 uma base do espa<;o vetorial V se: 


0 B £ LI; 

11) B gera V. 
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Exemptos 

I ) B = { ( J, l ), (-1, 0) } e base de K" 

De fa to : 

I) B«f LI, pois a(l. 1)+ b(-l. 0) =<0. 0J implica. 

a - b = 0 
a =0 

e dat : 

a = b = 0 

[[) B gera IR 2 , pois para todo (x,y)€E IR 2 . tem-se. 

(x. y) = y(1. 1) + (y - x)(-l, 0) 

Realmente, a igualdade 

(x, y) = a( 1, 1) + b(-l, 0) 

implica 

' a - b - x 
a = y 


dotide: 

a=y e b = y - x 

Os vetores da base B estao representados na Eigura 2.8,1. Em 2.7.2 ja havfamos visto que 
dois vetores nao-colineares sab LI. Sendo eles do IR\ irao gerar o proprio IR 2 . Na verdade. 
quaisquer dois vetores nao-colineares do IR 2 formam uma base desse espa^o. 



68 


Algebra linear 



2) B - { (1 . Q) t (0. 1) } £ base de IR 2 . denominada base candnica. 

De fato : 

I) B e LI, pois a ( 1 . 0) + b ( 0 , 1) = (0, 0) implies a = b = 0; 

II) B gera !R 2 , pois todo vetor (x, y) £ IR 2 e tal que; 
ix,y) = x(l,0) + y(0, 1) 

3) Consideremos os vetores ej = (1, 0, 0, , 0), e 2 = (0, 1, 0, . .., 0), .. Cj, = (0, 0, 0, . 1). 

N r o exemplo 3 de 2.7. i deixamos claro que o conjunto B = { ej , e 2 , e n } e Llem lR n . 
Tendo ern vista que todo vetor v = (x 1 ^x 2 , .... x n ) 6 IR n pode ser escrito como combi- 
na 9 ao linear de e t , e 3 , ..., e n , istoe: 

v=x,e t + x 3 e 2 + ... + x n e n 

conclui-se que B gera o lR n . Portanto, B e uma base de IR* 1 . Essa base e conhecida 
como base candnica do IR n . 

Consequentemente : 

{ (1, 0, 0, 0), (0, 1 , 0, 0), (0, 0, 1 , 0), (0, 0, 0, 1) } £ a base canonica de IR 4 ; 

{ (1 , 0, 0), (0, 1 , O'), (0, 0, 1) } e a base canonica de R 3 ; 

{ (1, 0), (0, L)} e a base canonica de JR 2 ; 

{ 1 } e a base canonica de IR. 
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e a base canonica de M(2, 2). 
De fato : 



e dai: 

a = b = c= d ! =0. 

Portanto, B £ LI, 

Por outro lado, B gera o e$pa$o M(2,2), pois qualquei 



pode ser escrito assim: 



Logo, B £ base de M(2, 2), 
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5) O conjunto B - { 1, x, x 2 x n } £ uma base do espa^o vetorial P n 

De fato 

a 0 1 + aj x + a 2 x 2 + + a R x n = 0 

implica a 0 = a, = a 2 = ... - a n = 0 pela condifao de identidade de polinomios. Portanto, B £ LI. 

Por outro lado. B gera o espa^ vetorial P n , pois qualquer polinomio pG P n pode ser 
escrito assim: 

p = a<, +a,x + a^x 2 + ... ta n x n 

que £ uma combinasao linear de 1, x, x 2 . ... x n 

Logo, B e uma base de P n . Essa € a base candnica de P n e tern n +■ 1 vetores. 

6) B = { ( 1 . 2 ), (2, 4) } nao e base de IR 2 , pois B e LD (exercicio a cargo do leitor). 

7) B - f (1. 0). (0, 1), (3, 4) ; nao e base de IR* , pois B e LD (exercicio a cargo do leitor). 

**) B= {(2,-1)} nao € base de IR 2 . B e LI, mas n£o gera todo IR 2 , istoe, f(2, -1)] *1R 2 

Esse oo nj unto gera uma ret a que passa pela origem. 

9) B = {(1,2, 1), (-1,-3, 0)} nao e base de JR* 1 . B e LI, mas nao gera todo IR 3 

Qbservaqao 

Todo conjunto LI de um espago vetorial V e base do subespago por ele gerado " 
Por exemplo, o conjunto B = {(1,2, 1), (-1, -3,0)} C IR 3 e LI e gera o subespa^o 
S= {(x, y, z) G IR 3 /3 x - y - z = 0} 

Entao, B e base de S, pois B e LI e gera S. 
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2.8.2 Teorema 


Se B= { vj , v 2 , v n } for hma base de um espa^o vetorial V, entao todo corqunto 
com mats de n vet ores sera linearmente dependente. 

De fato: 

Seja B' = { Wi, w 2 , w m ) um oonjunto qualquer de m vetores de V, com m > n. 
Pretende-se mostrar que B' £ LD, Para tanto, basta mostrar que existem escaiares Xj, x 2 , x w 
mo todos nulos tais que 

XiWj + x 2 w 2 +... + x m w m = 0 ( 1 ) 

Como B 6 uma base de V, cada vetor Wj pertenoente a B' e uma combina^ao linear dos 
vetores de B, isto existem numeros aj, j?j, — , tais que; 

wj =ajv, + a 2 v 2 + ... + a n v n 
w 2 =0 1 v > + 0 2 v 2 + <<r + 0 n v n 


w m" 5 i v i + 6 2 v 2 + ... + 6 n v n 
Substituindo as relates (2) em (1), obtemos: 



X, (ftjV! + Ct 2 Vj 

+ - + Vn) 

+ 

*7 (^1 V, + /J 2 V 2 

+ ... + ^ n v n ) 

+ 

+ 6 2 v 2 

+ ... + 5 fl v n ) = 

ou ordenando os termos convenientemente ; 


(Oqx, + (3 iX 2 + 

-V + 6 l X m ) V, 

+ 

(a 2 x, + 0 2 x 2 + 

... + S 2 x m )v 2 

+ 

(a n x, + 0 n x 2 + 

• + 5 n x m) v n 
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Tendo em vista que v t , v 2 , v n sao LI, os coeficientes dess a combina^ao linear sao 

nulos : 

^ a^i + 0!X 2 + ... + 6jx m = 0 

a 2 Xi + 0 2 x 2 + ... + 5 2 x m - 0 
< ■ 

a n X! + 0 n X 2 + .-+ Mm = 0 

Esse sistema linear homogeneo possui m varidveis X!,x 2 , x ro e n equagoes. Como 
m > n, existem solugoes nao-triviais, isto d, exrste Xj =£ 0. Logo, B' = { , w 2 , w m } e LD 


2.8.3 Corolario 

Duas bases quaisquer de um espa$o vetorial tern o mesmo ruimero de vetores. 

De fato; 

Sejam A = { v ls .... v n } e B - { wj , .... w m } duas bases de um espa$o vetoriaJ V 

Como A e base e B t LI, pelo teorema anterior, n > m. Por outro la do, como B e base 
e A ^ LI, tem-se n < m. Portanto, n = m. 


Exempios 

1) A base canonica do IR 3 tem tres vetores. Logo, qualquer outra base do 1R 3 tera tambem 
tres vetores. 

2) A base canonica de M(2,2) tem quatro vetores. Portanto, toda base de M(2, 2) tera 
quatro vetores. 


2.8.4 Dimensao de um Espago Vetorial 


Seja V um e$pa 90 vetorial. 
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Se V possui uma base com n vetores, entao V tem dimensao n e anota-se dim V= n 
Se V nao possui base, dim V - 0. 

Se V tem uma base com infinitos vetores, entao a dimensao de V £ infmita e anota-se 
dim V = » , 


Exemp/os 

1) dim IR 2 = 2, pois toda base do IR 2 tem dois vetores. 

2) dim lR n = n. 

3) dim M (2, 2) = 4. 

4) dimM(m. n)=m x n. 

5) dim P n = n + 1 . 

6) dim { 0 } =0. 

Observapoes 

1) Seja V um espa^o vetorial tal que dim V = n. 

Se S e um subespa 90 de V, entao dim S ^ n. No caso de dim S = n. tem-se 
S = V. 

Para permitir uma interpretagao geome'trica, consideremos o espa^o tridimensional 
IR 3 (dim ]R 3 = 3). 

A dimensao de qualquer subespa 9 o S do R 2 so podera ser 0, 1, 2 ou 3. Portanto, 
temos os seguintes casos: 

I) dim S - 0, entao S = { 0 } e a origem. 


il) dim S = 1 , entao S e uma reta que passa pela origem. 
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III) dim S = 2, entao S £ um piano que passa pela origem. 
[V) dim S = 3, entao S eo proprio IK 5 


2) Seja V um espa$o vetoriai de dimensao r Entao, qualquer subconjunto de V com mais 
de n vetores £ LD. 


3) Sabemos que um conjunto B e base de um espafo vetoriai V se B for LI e se B gera 
V, No entanto, se soubermos que dim V = n, para obtermos uma base de V bast a que 
apenas uma das condi^oes de base esteja satisfeita. A outra condiijao ocorre automatica- 
mente. Assim: 

1) Se dim V = n. qualquer subconjunto de V com n vetores LI e uma base de V, 

II) Se dim V = n s qualquer subconjunto de V com n vetores geradores de V e uma 
base de V 


Exemplo 

O conjunto B= { (2, 1), (-1, 3)} £ uma base do IR 2 . 

De fato. como dim IR 2 - 2 e os dois vetores dados sao LI (pois nenhum vetor £ multiplo 
escalar do outro), eles formam uma base do IR 2 


2.8.5 Teorema 

Seja V um espa?o vetoriai de dimensao n. 

Qualquer conjunto de vetores LI em V e parte de uma base, isto e, pode ser completado 
ate formar uma base de V, 

A demonstra^ao esta baseada no Teorema 2.7.2 e no conceito de dimensao. 


Deixaremos de demonstrar o teorema e daremos apenas um exemplo a titulo de ilustragao 
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Exempfo 

Sejam os vetores v x = (1 , -1, 1 , 2) e v 2 = (-1 , 1 , -1, 0). 

Completar o conjunto { v x , v 2 } de modo a formal uma base do IR 4 . 


Solupao 

Como dim IR 4 = 4, uma base ter a quatro vetores LI. Portanto, faltam dois. Escolhemos urn 
vetor v 3 £ IR 4 tal que v 3 mo sej a uma combinafao linear de v t e v 2 , istoe, v 3 a x + a 2 v 2 
para todo a x , a 2 E IR . Dentre os infinitos vetores existentes, um deles e o vetor v 3 = ( 1, 1, 0, 0), 
e o conjunto { v x , v 2 , v 3 } e LI (se v 3 fosse combina^ao linear de v : e v 2 esse conjunto seria 
LD de acordo com o Teorema 2.7,2) 

Para completar, escolhemos um vetor v 4 que mo seja uma combinaipao linear de v, , v 2 e 
v 3 . Urn deles e o vetor v 4 = (1 , 0, 0, 0), e o conjunto { v x , v 2 , v 3 , v 4 } e LI. Logo, 

{( 1 ,- 1 , 1 , 2 ), (- 1 , 1 .- 1 , 0 ),< 1 , 1 , 0 , 0 ), ( 1 , 0 , 0 , 0 )} 

e uma base de IR 4 


2.8.6 Teorema 

Seja B = {v lf v a , v n } uma base de um espa$o vetorial V. Entao. todo vetor vE V 
se exprime de maneira i 'mica como combinacdo linear dos vetores de B. 

De fato: 

Tendo em vista que B e uma base de V, para vE V pode-se escrever: 

v = a, v, + a 2 v 2 + ... + a^ (1) 

Supondo que o vetor v pudesse ser expresso como outra combinafao linear dos vetores 
da base, ter-se-ia: 

v ~ b x v , + b 3 v 2 + ... + b n v n 


( 2 ) 
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Subtraindo, membro a membra, a igualdade (2) da igualdade ( 1), vem: 

0 = (a! - b t ) Vj + (a 3 - b 3 ) v 2 + ... + - b n )v n 

Tendo em vista que os ve tores da base sao LI: 

»i - b, = 0, a 2 - bj = 0, a n - b 0 = 0 

isto e : 

at = b!, a j = bj, ...,a 0 = b n 

Os numeros a 2 , a 3 , a n sao, pois, univocamente determinados pelo vetor v e pela base 
(Vb V 2 , ... t v n }. 


2.8.7 Componentes de urn Vetor 

Seja B= { Vi, v 2 , ...» v n } uma base de V. Tomemos v£ V sendo: 
v = a lVl +a 2 v 3 + ... + a n v n 

Os numeros aj, a 2 , a fi sao chamados componentes ou coordemdas de v emrelafaoa 
base B e se representa por: 

v B = (a lt a 3 , ...,a n ) 
ou, com a nota^ao matricial : 


a i 

a 2 


V B “ 
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A n-upla (a, , a 2 , a n ) e chamada vetor-coordenada de v em rela^ao a base B, e o vetor* 
coluna 


a i 

a n 


i chamado matriz-coordenada de v em re 13980 a base B 
Exempio 

No 1R 2 , consideremos as bases 

A={(1,0),(0,1)}, B= {(2,0), (1,3)} e C = { (1, -3), (2,4)} 

Dado o vetor v = (8, 6), tem-se: 

( 8 , 6 ) =8 ( 10 ) + 6 ( 0 , 1 ) 

(8,6)= 3(2,0) +2(1,3) 

(8, 6)= 2(1, -3)+ 3(2, 4) 

Com a notafio acima, eacrevemos: 

v A =(8,6) v b =(3,2) v c = (2 9 3) 

0 grafico da pigina seguinte mostra a representa^So do vetor v = (8,6) em re^ao is bases 

Ae B. 

Observed 

No decorrer do estudo de Algebra linear temos, as vezes, a neoessidade de identificai 
ra pi d ament e a dimensao de um espa$o vetorial, E, uma vez conhecida a dimensao, obt^m-se 
facilmente uma base desse espa$o. 
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Uma forma prdtica para determinar a dimensao de um espa$o vetorial e verificar o numero 
de varidveis Hires de seu vetor generico. Esse numero i a dimensao do espa^o 



Exempfo 

Determinar a dimensao e uma base do espa^o vetorial 
S - { (x, y, z) G IR 3 /2x + y + z = 0 } 

Solupao 

Isolando z (podeTtamos tambem isolai x ou y)na equa^ao de defini^ao. tem-se 
z = - 2x - y 

onde x e y sao as variaveis livres. 

Quaiquer vetor (x, y, z) G S tern a forma: 

(x,y,-2x-y) 

e, portanto, podemos escrever: 


(x,y, z) = (x, y. -2x -y) 
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ou : 


(x,y. z) = (x, 0.-2x) + (0,y,-y) 


on: 


(x, y, z) = x(l, G, -2) + y (0, 1,-1) (1) 

isto e, todo vetor de S £ combinagao linear dos vetores (1.0, -2) e (0, 1,-1). Como esses dois 

vetores geradores de S sao LI, o conjunto { (1, 0,-2), (0, 1,-1)} e uma base de S e, conse- 

quent emente, dim S = 2. 

Por outro lado, tendo em vista que a cada variavel livre corresponds um vetor da base na 
igualdade (1), cortchti-se que o numero de varidveis livre s & a dimensdo do espago. 

Na prdtica podemos ado tar uma maior simplifica^So para determinar uma base de um 
espa^o. Para esse mesmo espatjo vetorial S, onde z = -2x -y, temos: 

fazendo x = ] e y = 1 , vem z - -2 (1) - 1 = -3 v, =(1,1, -3) 

fazenda x = -l e y = 2, vem z - - 2 ( - 1) -2 = 0 v 2 =(-1,2,0) 

e o conjunto 


{(1, 1,-3), (-1,2,0)} 

e outra base de S Na verdade, esse espa^o S tern infinitas bases, pordm todas elas com dois 
vetores 


2.8.8 ProbEemas Resol vidos 

] 4) Sejam os vetores v T =(1,2,3), v 2 = (0, 1.2} e v 3 = (0, 0, 1 ), 
Mostrar que o conjunto B = {vj ,v 2 , v 3 } e uma base do IR J 

Sofupao 

Para provar que B 6 LI, deve-se mostiar que 


a, Vi + a 2 v 2 + a 3 v, - 0 
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admite some rue a solugao a! - a 2 =■ a 3 = 0, 
Com efeito, 


a! (1,2, 3) + a 2 (0, 1 .D + ag^O, 1) = (0,0,0) 

equivale aa sistema: 

a ] — 0 

' 2a j + a 2 =0 
, 3a t + 2a 2 "i" ~ 0 

cuja linica solu<j5o 6 a trivia) : 

at = a 2 = a 3 = 0 

Logo, B $ LI. 

Para mostrar que B gera o IR 3 , deve-se mostrar que qualquer vetor v = (x,y,z) E IR 3 
pode ser expresso como uma combinafao linear das ve tores de B : 


v= a, v t + a 2 v 2 + a 3 v 3 


Em termos de componentes, tem-se 


(x, y, z) - ai(l, 2, 3) + a 2 (0, 1,2) + a 3 <0. 0, 1) 


ou: 


ai = x 

2a! + a 2 = y 

3ai + 2a 2 + a 3 = z 

sistema esse que admite solufao para quaisquer valores de x, y, z, ou seja, todo vetor v = (x, y, z) 
6 combina^ao linear dos vetores de B. Resolvendo o sistema encontramos: 


a] - x, a 2 = -2x + y, a 3 = x - 2y + z 
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isto e: 

(x, y, z) = x(l, 2, 3) + (-2x + y) (0, 1 , 2) + (x - 2y + z) (0, 0, 1) 

Satisfeitas as duas condifoes de base, mostramos que B e base do IR 3 . 

15) No probiema anterior mostramos que : 

B ’ {(1, 2, 3), (0, 1, 2), (0,0.1)} 
e uma base do IR 3 

a) Determinar o vetor-coordenada e a matriz-coordenada de v = (5, 4, 2) em rela^So a B, 

b) Determinar o vetor v£ IR 3 cujo vetor-coordenada em rela^ao a B e v B ={2.-3, 4). 


Soiagao 

a) Devemos encontrar escalates a!,a 2 ,a 3 taisque: 
C5,4,2) = a 1 (l,2,3) + a a (0. 1.2) + a 3 (0,0, 1) 

on : 

3-1 ^ 

, 2a! + a 2 - 4 

3a i + 2a^ + a 3 — 2 

. 

Resolvendo o sistema, obtem-se 

a i = 5, a 3 = '6 e a 3 = - ] 

Portanto: r ^ 

5 

Vg “(5, -6,-1) e v B - -6 


-1 
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Se tiv£ssemos aproveitado o resultado do problems anterior, onde ; 
(x,y, z) = x(l, 2, 3) + (-2x + y){0, 1 , 2) + (x - 2y + z)(0, 0, 1) 
teriamos imediatamente : 

(5, 4, 2) = 5(1, 2, 3)- 6(0, 1,2)- 1(0, 0, 1) 
pois, nesse caso: 

x = 5 

-2x + y = -2(5) + 4 = -6 
x-2y + z= 5- 2(4) + 2 = -l 

b) Por definipao de vetor-coordenada = (2, -3, 4), obtem-se: 
v = 2(1 , 2. 3) -3(0, 1,2) + 4(0,0, 1) = (2, 1,4) 

Observemos que em rela^So a base canontca 
A - {(1,0, 0), (0, 1,0), (0,0, l)j 
tem-se : 

V=V A 

pois; 

v = (2, 1.4)= 2(1,0. 0)+ 1(0. 1. 0) + 4(0, 0, 1) 

16) Consideremos os seguimes subespa^os do IR J : 

S, = { (a, b. c, d)/a + b + c = 0}e 

S 3 = { (a, b, c, d)/a - 2b = 0 e c = 3d } 

Determinar : 
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a) dim Si e uma base de Si 

b) dim S 2 e uma base de S 2 


SoIuq§o 

a) A condigao: 
a + b + c = 0 


e equivalente a : 
a = -b - c 

Portanto, as variaveis livres sao b. c e d. Logo, dim St = 3, e qualquer subconjunto de Si com 
tres ve tores LI forma uma base de Si . Fag am os 

(1) b= 1, c = 0, d = 0 

(2) b = 0, c = 1 , d = 0 

(3) b = 0, c = 0, d= 1 

para obter os ve tores: 

v, =(-1, 1,0,0), v 2 ={-1,0, 1,0), v 3 = (0, 0,0. 1) 

0 conjunto { v t , v 2f v 3 } 6 uma base de Si 

b) Um vetor (a, b, c, d) E S 2 se a = 2b e c = 3d. As varidveis livres sao bed. Logo, 
dim S 2 = 2, e qualquer subconjunto de S 2 com dois vetores LI forma uma base desse espago 
Fagamos: 

(1) b - 1, d= 0 e 

(2) b = 0. d=1 


para obtei os vetores 

v l =(2, 1,0, 0) e v a =(0.0,3, 1) 


0 conjunto { v, , v 2 } £ uma base de S 2 
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1 7) Seja S o subespapo de P 3 = {at 2 + bt + c/a, b, c e IR } gerado pelos vetores v 3 = t 2 - 2t + 1, 
v 2 = t + 2 e v 3 = t 2 - 3t - 1 . 


Determinar: 

a) Uma base de S e dim S. 

b) Uma base de Pj com a presenpa de e v 3 . 


So/upao 

a) Para facilitar a notapSo, observemos que os vetores v t , v 2 e v 3 em relapao a base 
candnica A = { t 2 , t, I } de P 2 sSO : 

(v 1 ) A =O,-2 f lX(v 1 ) A =(0,l,2) e (v 3 ) a =( 1 , -3, -1) 

Vejamos se esses vetores sao LI ou LD. Para tamo, examinemos a igualdade 

a t v t + a 2 v 2 + a 3 v 3 = 0 


ou: 


aid, -2. 1) + MO, 1, 2) + a 3 (l, -3,-1) = (0,0,0) 


ou, ainda : 


Si t a 3 0 

1 -2a t ■+■ a 2 — 3a 3 — 0 

a t + 2a 2 - a 3 = 0 

si stem a que admite solupOes a^ =£ 0. 

Logo, os vetores vj, v 2 e v 3 sao LD e, portanto, o conjunto {v 1; v 3 , v 3 } nao e base de S, 
isto e, dim S # 3. 

Observando que o conjunto {vj, v 2 } e LI (pois nenhum vetor e mditiplo escalar do 
outro), ele constitui uma base de S, Logo, dim S = 2. 
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b) Ten do em vista que dim P 2 = 3, precisamos acre seen tar uni vetoi v ao conjunto 
; v i,v a } de modo que v^aiv, + a 2 v 2 . Um deles d o vetor v = t 1 ou (v) A = (1.0. 0). 
(verificapao a cargo do leitor). 

Logo, o conjunto: 

{ t 1 - 2t + I, t + 2, t 2 } 

i uma base de P 2 , 

1 8 ) Determinar uma base e a dimensao do espa^o-solu^So do sistema homogpneo 


x + 2y - 4z + 3t = 0 
x + 2y - 2z + 2t = 0 
2x + 4y - 2z + 3t = 0 


SofuQao 

O conjunto-solu^ao do sistema d: 

S - { (x, y, z, t)/t = 2z e x = -2y - 2z } 
que e um subespafo vetorial do IR 4 , 

Tendo em vista serem duas as variaveis livres (y e z), conclui-se que dim S = 2. Logo, 
qualquer subconjunto de S com dois vetores LI forma uma base de S. Fa^amos 

(1) y = 1, 2-0 

(2) y = 0, z=l 

para obter os vetores 

v, -(-2, 1,0,0) e v 3 =(-2,0, 1,2) 


O conjunto { v, , v 2 } £ uma base de S. 
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2.9 ESPAQOS VETORIAIS JSOMORFOS 

Consideremos o espafo vetorial 

V = Pj “ { at J + bt 2 + ct + d/a, b, c, d 6 IR } 

e seja B - (v,, v^, v 3 , v 4 j uma base de P 3 . Fixada uma base, para cada vetor v£ P 3 , existe 
uma s6 quadrupla (at, a 3 , a 3l a 4 ) G IR 4 tal que: 


v = aj v, + a 2 v 2 + a 3 v 3 + 34 v 4 


Reciprocamente, dada uma quadrupla (a ; , a 2 , a 3l a 4 ) G IR 4 , existe um s6 vetor em f* 3 da 
forma: 


ii v, + ... + a 4 v 4 


Assim sendo. a base B- {vj,..., v 4 ; determina uma correspondencia biunivoca entre 
os ve tores de P 3 e as quadruplas (a, , a 4 ) em IR 4 

Observemos ainda que : 

aj Se v= aiv x + ... + a 4 v 4 G P 3 corresponde a (a,, ..., a 4 ) G IR 4 e w = b,v, + ... + b 4 v 4 G P 3 
corresponde a (b,, .... b 4 )G IR 4 entao: 


v + w = (a, + b,)v, + ... +(a 4 + b 4 ) v 4 e P 3 
corresponde a 

(&i + b, , a 4 + b 4 ) G IR 4 
b) Para k G (R. 

kv = (ka, ) v, + ... + (ka 4 ) v 4 G P 3 
corresponde a 

(ka, ka 4 ) G IR 4 
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Assim, quando os vetores de P 3 sao representados como combina^ao linear dos ve tores da 
base B = { Vj , v 2l v 3 . v 4 } , a adi^flb de vetores e a multiplica^ao por escalar se “comportam" 
exatamente da mesma forma como se fossem quadruplas do IR 4 . 

Em outras palavras diriamos que a correspondence biunivoca entre P 3 e IR 4 preserva as 
operates de adi^ao de vetores e multiplicaijao por escalar, isto e: 

(v + w) b = v b + w b e (kv) B = k{v B ) 
e. nesse caso, dizemos que os espa^os P 3 e IR 4 sao isomorfos. 

Observemos ainda que o esparto vetoriai M(2, 2) e tambem isomorfo ao IR 4 . 

De forma andloga, prova-se que 


p 1 

£ isomorfo a 

IR 3 

M(3. 1) 

£ isomorfo a 

1R ? 

M(2, 1) 

e isomorfo a 

IR 2 


e assim por diante 

De um modo geral. tem-se : 

“Se V e um espago vetoriai sabre fR e dim V = n, emdo V e IR 11 sao isomorfos. ” 


2.10 PROBLEMAS PROPOSTOS 

Nos problemas 1 a 7 apresenta-se um conjunto com as opera^&es de adi^To e multiplica^o 
por escalai nele definidas. Verificar quais deles sao espa^os vetoriais. Para aqueles que nao sao 
espafos vetoriais, citar os axiom as que nao se verificam. 

11 OR 3 , (x, y, z) + (x\ y, z) = (x + x', y + y'. / + z) 

k(x, y, z) ={0, G, 0) 

{ (x, 2x, 3x); x 6 IR} com as operates usuais 


?) IR 2 , (a, b) + {c. d) = (a. b) e a(a, b) = (eta, orb) 
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4) IR 2 ,(x,y) + (x', y') = (x + x' ; y + y') e a(x, y) - (a 2 x, cry) 

5) JR 2 , (x, y) + (x', y r ) = (x + x, y + y') e a(x, y) = (ax, 0) 

6) A = { (x, y) e IR 2 /y = 5x } com as operafoes usuais 


T> 


A = 


0 a 

b 0 


e M(2, 2)/a, b e IR 


com as operafoes usuais 


Nos problemas 8 a 13 sao apresentados subconjuntos de IR 2 . Verificar quais deles sao 
subespafos vetoriais do IR 2 relativamente as operates de adiqao e multiplicagao por escalai 
usuais. 


8) S= {(x,y)/y =-x} 

9) S = { (x, x 2 ); x e JR} 

10) S = { (x, y)/x + 3y - 0 } 

H) S - { (y, y); y e IR} 

12) S = { (x, y)/y = x + 1 } 

13) S={(x,y)/x>0} 

Nos problemas 14 a 25 sao apresentados subconjuntos de IR 3 . Verificar quais sao seus 
subespafos em relafao as opera foes de adifao e multiplicaqao por escalar usuais. Para os que sao 
subespacos, mostrar que as duas condifoes estao satisfeitas. Caso contrario, citar um con- 
tra-exemplo. 

14) S = { (x, y t z)/x = 4y e z = 0 } 

15) S= {(x, y,z)/z = 2x-y} 

16) S = { (x, y, z)/x = z 2 } 


17) S = { (x, y, z)/y = x + 2 e z = 0} 
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IS) 

19) 

20 ) 
21 ) 
22 ) 

23) 

24) 

25) 

26) 


S={(x,x,x);xG IR} 

S = { (x, x, 0)/x e 1R} 
s = {(x, y, z)/xy = 0} 

S = { (x, y, z)/x = 0 e y = | z | } 

S = { (x, * 3x, 4x); x G IR } 

S = { (x T y, z)/x>0} 

S = { (x, y„ z)/x + y + z = 0 } 

S = { (4t, 2t, -t) ; t G IR } 

Verificar se os subconjuntos abaixo sffo subespagos de M(2, 2): 


_ 




a 

b 





; c = a + b e d=0 


c 

d 



b) S = 


a 

0 


b 


5 


C 


a, b,c£ IR 


[ (matrizes triangulares superiores) 


c) S - 



b 



\ 

a, b, c £ IR 


(matrizes simetricas) 


r 


a a + b 
a - b b 


; a,b G IR 


d) S = 
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e) S = 


' 






a 

i 

; a, beiR 



i a 

b 




0 S = 


a 


c 


b 

d 


ad - be 0 


(conjunto de matrizes inversiveis) 


27) Sejam os vetores u = (2,'3,2) e v = (-1.2,4) em IR 2 . 

a) Escrever o vetor w = (7, -1 1 , 2) como combinagao linear de u e v. 

b) Para que valor de k o vetor (-8, 14, k) € combinagao linear de u e v? 

c) Determinar uma condi gao entre a. b e c para que o vetor (a, b, c) seja uma combi- 
nagao linear de u e v. 

28) Consideremos no espago P 2 = { at* + bt + c/a, b, c e K / os vetores p L = t 3 - 2t + 1 % 
p 2 = t + 2 e p 3 = 2t 2 - t. 

a) Escrever o vetor p = 5t 2 - 5t + 7 como combinagao linear de pi , p 2 e p 3 . 

b) Escrever o vetor p = 5t 2 - 5t+ 7 como combinagSo linear de p, e p 2 . 

c) Determinar uma condigao para a, b e c de modo que o vetor at 2 + bt + c seja 
combinagao linear de p 2 e p 3 . 

d) E possivel escrever p, como combinagao linear de p 2 e p 2 ' y 
29) Seja o espago vetorial M(2, 2) e os vetores 



1 

■— i 

0 


-1 2 


0 

-1 

v, - 

1 

] 

. v r = 

0 1 

e v 3 = 

2 

] 


— 

- 


— — 
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Escrever o vetor 
1 8 

v = | 

0 5 

como combinacao linear dos vetores v 1 , v 2 e v 3 , 

JO) Escrever o vetor 0 E IR 2 como combina^ao linear dos vetores 

a) v, =(] , 3) e v 3 =(2, 6) 

b) Vl =(l,3) e v t = (2, 5) 

31) Sejam os vetores Vj =(-1,2, 1), v 2 =(1,0,2) e v 3 =(-2, -1,0). Expressar cada uin dos 
vetores u = (-8, 4, 1), v - (0, 2, 3) e w = (0, 0 , 0) como combma^ao linear de v t . v 3 e v 3 

32) Expressar o vetor u = (-1 , 4, -4, 6) E IR 4 como combinapio linear dos vetores 
vi =(3,-3, 1,0), v 3 =(0, 1,-1, 2) e v 3 = ( 1, -1 , 0, 0). 

33) Seja S o subespafo do IR 4 definidopor: 

S = { (x, y, z, t) E R 4 /x + 2y - z = 0 e t = 0 ) 

Pergunta-se : 

a) (-1,2, 3,0) G 

b) (3, 1,4,0) E S? 

c) M, 1, l, 1) G S? 

34) Seja S osubespa^ode M(2, 2); 





— 




a - b 

2a 


- < 




; a, b E IR 



a + b 

-b 




92 


Algebra linear 


Pergunta-se : 


a) 


5 6 

1 2 


G S? 


b) Qual deve ser o valor de k para que o vetor 
-4 k 
2 -3 

perten^a a S? 

35) Deter minar os subespa90s do 1R 3 gerados pelos seguintes conjuntos: 

a) A - {(2, -1,3)} 

b) A= {(-1,3,2), (2, -2,1)} 

c) A = {(1,0,1), (0,1, 1), (-1,1,0)} 

d) A= {(-1,1,0), (0,1, -2), (-2, 3,1)} 

e) A = { (1, 2,-1), (-1,1, 0), (-3, 0, 1), (-2, -1,1)}. 

f) A = { ( 1 , 2, - 1), (- 1 , 1 , 0), (0, 0, 2), (-2, 1,0)} 

36) Seja o conjunto A = {v lf v a } , sendo v t = (-1, 3, -1) e v 3 = (1, -2, 4). 

Deteiminar: 

a) O sub e spa 90 G(A). 

b) O valor de k para que o vetor v-(5,k, 11) pertenfaa G(A). 

37) Sejam os vetores v 2 =(1,1,1), \ 2 =(1,2,0) e v 3 =(l,3,-t). Se (3 ,-l,k)G [v 1 ( v 3 j v 3 ], 
qual o valor de k? 
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38) Determinar os subespagos de P 2 (espago vetorial dos polinomios de grau ^ 2) gerados 
pelos seguintes vetores : 

a) pi = 2x + 2, p 2 = -x 2 + x + 3 e p 3 = x 2 + 2x 

b) pi = x 2 , p 2 = x 2 + x 

c) Pi = 1, Pi “ x, p 3 = x 2 

39) Determinar o subespago G(A) para A = {(1 , -2), (-2, 4)} . O qne representa geometrica- 
camente esse subespago? 

40) Mostrar que os vetores Vj = (2, 1) e v 2 =(l, 1) geram o 1R 2 . 

41) Mostrar que os vetores v t =(1 F 1, 1), v 2 =(0,1,1) e v 3 = (0,0,1) geram o IR 3 . 

42) Seja o espago vetorial M (2, 2). Determinar seus subespagos gerados pelos vetores 



43) Determinar o subespago de P 3 (espago dos polinomios de grau < 3) gerado pelos vetores 
p x = x 3 + 2x 2 - x + 3 e p 2 = -2x 3 - x 2 + 3x + 2. 

44) Determinar o subespago de ER 4 gerado pelos vetores u = (2, -1.1,4), v = (3 3 _3 6) e 
w = (0, 4,-4, 0). 

45) Verificar se o vetor v = (-1 , -3, 2, 0) pertence ao subespago do 1R 4 gerado pelos vetores 
v, =(2,-1, 3,0), v 2 =(1,0, 1,0) e v 3 =(0, 1,-1, 0). 

46) Classifier os seguintes subconjuntos do IR 2 emUouLD; 


a) {(1,3)} 
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b) {(1,3), (2, 6)} 

c) {(2,-1), (3, 5)) 

d) { (1 , 0), (-1, 1), (3, 5) } 

47) Classificar os seguintes subconjuntos do R 3 em LI ou I D . 

a) { (2, - ] , 3) ) 

b) {(1,-1, ]),(-!, 1, 1)} 

c) {(2, -1.0), (-1,3, 0). (3. 5,0) > 

d) {(2, 1, 3), (0, 0, 0),(1. 5, 2) } 

e) {(1, 2,-1), (2, 4, -2), (1,3,0)) 

0 {(1,-1, -2), (2,1,1), (-1,0, 3)} 

g) {(1,2, -0,(1, 0,0), (0,1, 2), (3, -1,2)} 

48) Qua is dos seguintes oonjuntos de ve tores pertencentes ao P ? sao LD? 

a) 2 + x-x 2 „-4-x + 4 x 2 , x + 2x 2 

b) 1 - x + lx 2 , x - x 2 , x 3 

c) 1 + 3x + x 2 , 2 - x - x 2 , 1 + 2x - 3x 2 , -7 + x + 3x 2 

d) x 2 - x + 1, x 2 + 2x 

49) Quais dos seguintes conjuntos de vetores do R a s3o LD? 

a) (2,1,0, 0), (1 , 0, 2, 1), (-1, 2, 0, -1) 

b) (0, 1,0,-1),(1, l, 1,1). (-1,2, 0,1), (1*2, 1, 0) 

c) (1 , -1 , 0, 0), (0, 1 , 0, 0), (0, 0, 1 , -1), (1 , 2, 1 1 -2) 

d) (l. 1, 2, 4), (1, -1,-4. 2), (0. -1,-3, .IX (2, 1,1,5) 
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50) Sendo V o espago vetoria) das matrixes 2*3. verificar se { A, B, C } e LI ou LD, 
sen do 


-1 2 1 


0-12 


-1 0 5 


, B = 


e C = 


3-2 4 


-2 1 0 


-1 0 3 


51 ) Determinar o valor de k para que seja LI o conjunto 
((-1,0,2), (1, l,l),(k,-2,0) } 

52) Determinar k para que 


t 

1 

Q 1 


1 1 


2 -1 



1 

0 


0 0 

1 

1 

o 

1 

j 


seja LD 

53) Mostrar que $2o LD os vetores v, , v 2 e v 3 , com Vj e v z vetores arbitrarios de um 
espa$o vetorial V e v 3 = 2v 3 - v 2 

54) Mostrar que se u, v e w sao LI, entJo u + v, u + w e v+w sao tambdm LI. 

55) Sendo v, =(1,2) £ IR 2 , determinar v 2 e IR 2 tal que {v t ,v 2 } seja base de IR 2 

56) Verificar quais dos seguintes conjuntos de vetores formam base do R 2 

a) { (1, 2,), (-L 3) } c) {(0,0), (2, 3)} 

b) {(3, -6), (-4, 8)} d) {(3, -1), (2, 3)} 

57) Para que valoxes de k o conjunto 0 = { (1 , k), (k, 4) } £ base do IR 2 ? 

58) 0 conjunto 0 = { (2, -1), (-3, 2) } i uma base do IR 2 . Escrever o vetor geitfrico do 
tR 2 como combina^ao linear de 0 
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59) Quais dos seguintes conjuntos de ve tores formam uma base do IR 3 ‘ 

a) (1, 1,-1), (2, -1,0), (3,2,0) 

b) (1,0,1), (0,-1, 2), (-2, 1,-4) 

c) (2, 1,-1), (-1,0,1), (0,0,1) 

d) (1, 2, 3), (4,1,2) 

e) (0,-1, 2), (2, 1,3), (-1,0,1), (4, -1,-2) 

60) Quais dos seguintes conjuntos de vetores formam base de P 2 ? 

a) 2t 2 +t -4, t 2 - 3t + 1 

b) l,t, t 2 

c) 2, 1 - x, 1 + x 2 

d) 1 + x + x 2 , x + x 2 , x 2 

e) 1 + x, x - x 2 , I + 2x - x 2 

61) Mostrar que o conjunto 



2 3 

-1 0 

* 

fi -i n 

0 -2 1 

y 

-3 -2 

1 - 1 ! 


3 -7 

-2 5 I 



_ _ 


— — 




— 1 

J 


6 uma base de M (2, 2). 

62) Mostrar que o conjunto 

{(1, 1,0,0),(0, 0,1, 1), (1,0, 0,3), (0,0, 0,5)} 


6 base do IR 4 , 
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63) 0 coqjunto 

A = { t 3 , 2t 2 - t+ 3, t 3 - 3t 2 + 4t - 1 } 

6 base de P 3 ? Justificai. 

64) Mostrar que os vetores V! =(1,1, 1), v 2 =(1,2, 3), v 3 = (3,0, 2) e y 4 = (2, -1, 1) geram 
o IR 3 e encontrar uma base dentre os vetores Vt , v 2 , v 3 e v 4 , 

65) Mostrar que os polmdmiospj = 1 + 2x - 3x 2 , p 3 = 1 - 3x + 2x 2 e p 3 = 2 - x + 5x J formam 
uma base do espago dos polinomios de grau ^2 e calcular o vetor -coordenada de 
p = -2 - 9x - 13x 2 na base 0= {pi,p2tpa}- 

66) Determinar uma base do subespa90 do IR 4 gerado pelos vetores v t = (1, -1, 0, 0), 
v 2 =(-2,2,2, L), v 3 =(-l,l, 2, 1) e v 4 =( 0, 0 , 4, 2). 

67) Seja V = IR 3 e o conjunto 

B= {(0,1,1), (1,1,0), (1,2, 1)} CF 3 

a) Mostrar que B n«fo $ base do IR 3 . 

b) Determinar uma base do IR 3 que possua dois elementos de B. 

68) Determinar o vetor coordenada de v = (6, 2) em rela^ao as seguintes bases: 

a= {(3,0), (0,2)} 7 -{(1,0), (0,1)} 

0 = {(1,2), (2, 1)} 5 ={(0, 1),(1,0)} 

69) No espafo vetorial IR 3 , consideremos a seguinte base: B = { (1 , 0, 0), (0, 1 , 0), (1 , -1, 1) } - 
Determinar o vetor coordenada de v e R 3 em re la 930 a base B se: 

a) v=(2, -3,4), b) v = (3,5,6), c)v = (l,-l,l) 

70) Seja A = { 3, 2x, -x 2 } uma base de P 2 . Determinar o vetor-coordenada de v = 6 - 4x + 3X 2 
em re la 920 a base A. 
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71) Scjam os vetores Vj =(1,0,-]), v 2 = (1,2,1) e v 3 = CO, -1,0) do IR 3 

a) Mostrai que B = { v lf v 2 , v 3 } 6 base do IR 3 . 

b) Escrever =(1,0,0), e 2 =(0,1,0), e 3 =(0,0,1) como combina^ao linear dos 
vetores da base B. 

72) Detenninar a dimensao e uma base para cada um dos seguintes espagos vetoriais: 

a) {(x, y, z ) € IR 3 /y = 3x } 

b) {(x, y, z) e IR 3 /y = Sx e z= 0} 

c ) ( ( x . y) e IR 2 / x + y ~ 0 ; 

d) { (x, y, z) E IR 3 /x = 3y e z = -y } 

e) { (x, y, z) G IR 3 /2x - y + 3z = 0 } 

0 { (x, y, z) e IR 3 ,/z = 0 } 


73) Determinar a dimensao e uma base para cada um dos seguintes subespa^os vetoriais de 
M (2, 2): 


I 





a 

b 

; b = a + c e d = c 


c 

d 


\ 

1 — 

— I 






— 

■i 



a 

b 


b) 




; b = a + c 



c 

d 




— 

— 





|— 





a 

b 


c) < 


c 

d 

; c=a-3b e d = 0 



— 

_i 
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74) Sqa o subespa?o S de M(2,2): 



a) Qual a dimensffo de S? 

b) 0 conjunto 



4 umabase de S? Justificar 


75) Encontrar uma base e a djmensSo do espa^o-solupad dos sistemas: 

x + 2y - 2z - t = 0 

a) < 2x+4y+ z + t = 0 

1 x + 2y + 3z + 2t = 0 

V, 

x + 2y ' z + 3t = 0 

b) <! 2x- y + z- t =0 

4x + 3y - z + 5t = 0 

x - 2y - z = 0 

c) < j 2x + y + 3z = 0 

x + 3y + 4z = 0 
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r 2x + 2y - 3z = 0 
d) < x - y - z = 0 
k 3x + 2y + z = 0 

x + y-2z+ t = 0 
2x + 2y - 4z + 2t = 0 

2.10.1 Respostas de Problemas Pro postos 

1 . Nao e espago vetorial. Falha o axiom a M 4 

2. 0 conjunto e um espago vetorial 

3. Nffo e espago vetoriai. Falham os axiomas A 2 , A a e A 4 

4. Nao e espago vetorial. Falha o axioma M 2 

5. Nao 4 espago vetorial. Falha o axioma M 4 

6. O conjunto 4 um espago vetorial 

7. O conjunto 6 um espago vetorial 

8. S e subespago 

9. S nao 4 subespago 

10. E 

11. E 

12. Nao e 

13. Nao e 

14. E 

15. E 



16. Naoe 
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17. Nao 6 

18. £ 

19. E 

20. Nfo e 

21. Nao € 

22. E 

23. Nao e 

24. E 

25. E 

26. Sao subespa^os : a), b), c), d) 

27. a) w = 3u - v 

b) k - 12 

c) 1 6a +■ 1 Ob - c = 0 

28. a) p = 3pi + 2p 2 + p 3 

b) impossivel 

c) a + 2b - c “ 0 

d) nao e possivel 

29. v = 4v t + 3v 2 - 2v 3 

30. a) 0 = — 2v j + v 2 
b) 0 = Ovj + 0v 2 

31. u = 3vj - v 2 + 2 v 3 
V = Vj + v 2 

w “ Ovj + 0v 2 + 0v 3 
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32. v = -Vj + 3v 2 + 2v 3 

33. a) sim b) nao c) nao 

34. a) sim b) k = -2 

35. a) {(x, y, z) E ]R 3 /x = -2y e z = -3y} 

b) {(x,y, z) E IR 3 /7x + 5y -4z - 0} 

c) {(x,y, z) e lR 3 /x + y - z = 0} 

d) E 3 

e) { (x, y, z) E R 3 /x + y + 3z = 0 } 

f) IR 3 

36. a) G(A) - {(x, y, z)E IR 3 /10 x + 3y - z = 0 } 
b) k = -13 


37. k = 7 

38. a) { ax 2 + bx + c/b = 2a + c } 
b) { ax 2 + bx/a, b£ R) 


39. 

40. 

41. 

42. 


c) P 2 

{ (x, y) E R 2 /y=-2x} 

Representa uma reta que passa pela origem. 
(x, y) - (x - y)(2, 1) + (-x + 2y)(l, 1) 

(x, y, z) = xv, + (y - x) v 2 +(z-y)v 3 
a b 

c d 


a) 


; b = -2a - 5d e c = -a - d 
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r 

p — 




a b 


b) 



; a+b-L+d-0 



c di 




-J 

; 


43. { ax 3 + bx 2 + cx + d/b = 5a + 3c e d - 1 la + 8c } 


44. 

{ (x, y, z, 

t)/2x - 1 = 

0 e 

y + z = 0 ; 



45. 

Pertence. 






46. 

a) LI 

b) 

LD 

c) 

LI 

d) LD 

47. 

a) LI 

b) 

LI 

c) 

LD 

d) LD 


e) LD 

f) 

LI 

g) 

LD 



48. a, c 

49. b, d 

50. LI 

51. k^-3 

52. k = 3 

55. v 2 =£ kvj , Vk G IR 

56. a, d 

57. k =£ ± 2 

58. (x, y) = (2x + 3y)(2, -1) +<x + 2y)(-3, 2) 

59. a),c) 


60. 


b), c), d) 
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63. Nao. G(A) 1R 3 . 

64. Base: {vi,v 2t v 3 } 


65. = (1, 5, -4) 

66. Uma base: { v t , v 2 } . 

67. Uma base: {(o, 1 , 1 ), (1, 1,0), (0,0, 1)} 

68- V a = (2, 1), Vp=-(--|,y) 

Vy - (6, 2), V { =(2,6) 

69. a) v b =(-2, 1,4) 

6) v g = (-3,11,6) 
c) v B = (0, 0, 1) 

70. v A =(2,-2, -3) 

71. a) B d LI e V(x,y,z) e ]R 3 

(x> y> *) ~ v, + y 2 + (x - y + z)v 3 

, , 1^1 

t») ej =-\ x +- v s + v 3 

e 2 = -v 3 


' 3 = '7 V ‘ 

+ + v 3 

a) dim: 2 

d) dim: 1 

b) dim: 1 

e) dim: 2 

c) dim: 1 

f) dim: 2 


As bases ficarao a cargo do leitor. 
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73, a) dim: 2 c) dim: 2 

b) dim: 3 d) dim: 3 

As bases ficarao a cargo do leitor. 

74, a) 2 

b) Nao, porque 



75, a) dim: 2 

uirn base: {(1,0, 3, -5), (0, 1, 6, -10) } 

b) dim: 2 

uma base: {(0, -2 } -1, 1), (1, -3, -5, 0)} 

c) dim: 1 

uma base: { (1, 1, -1) } 

d) dim: zero 

Mo existe base 




CAPITULO 



ESPACOS VETORIAIS 
EUCLIDIANOS 


3.1 PRODUTO INTERNO EM ESPAQOS VETORIAIS 

No Capi'tulo 1, foi defmido o produto escaktr ou produto interne usual de dois vetores 
no IR 2 e no IR 3 e foram estabelecidas, por meio desse produto, algumas propriedades geom£- 
tricas daqueles vetores. Agora pretende-se generalizar o conceito de produto interno e, a partii 
dessa generaliza^ao, definir as no^oes de comprimento, distancia e angulo em espa^os vetoriais 
mais genericos. 

Chama-se produto interno no e spa 90 vetorial V uma fun^ao de V * V em IR que a 
todo par de vetores (u f v) £ V x V associa um mimero real, indicado por u . v ou < u, v>. 
tal que os seguintes axiomas sejam verificados: 

P t ) U . V = V . u 

P 2 ) U . (V + w) = U , V + u . w 

P 3 ) (au) . v = a (u . V) para todo real a 

P 4 )u.u^0 e u . u = 0 se.e somente se , u - 0 


Observa$oes 

a) O numero real u . v e chamado produto inferno dos vetores u e v. 

b) Dos quatro axiomas da defini^o acima decorrem as propriedades: 
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t) o, u-u .0 = 0 , Vu e v 

fi) (u + v) . w ' u . w + v „ w 

HI) u . (<*v) = a(u . v) 

IV) U . (tfj + v 2 + ... + v n ) - U, Vj + u . v 3 + ... + u . V n 

Fica a cargo do lei tor a demons tra^Jo dessas propriedades. 

Fxemplos 

1) No espa^o vetorial V- R 1 , a fun 930 que associa a cada par de vetores u - (Xj , y, ) e 

v - (x 3 ,>" 2)0 numero real 

u . v = 3x t x 2 + 4y iy 2 
produto in ter no. 

De fato; 

P, ) u . v - 3x { x 2 + 4y! y 2 
u . v - 3x 2 x, + 4y z yi 
u.v-v.u 

P 2 ) Se w = (x 3 ,y 3 ), entao: 

u . (v + w) - (xj y, ) . (xj + x 3 , y 3 + y 3 ) 
u . iy + w) = 3x ! {x 2 +x 3 )+ 4yt(y 2 +y 3 ) 
u . {v + w) ~ (3xi x 2 + 4y 1 y 2 ) + (3x 1 x 3 + 4y!y 3 ) 
u,(v+w) = u.v + u.w 

P 3 ) (au). v = {ax 1 ,ay 1 )-(x 27 y 2 ) 

(ail) . v = 3(axi ) x 2 + 4{ay t )y 2 
(au) . v-q:(3x 1 X2 + 4yiy 2 ) 

(au) . v = or(u . v) 

P 4 ) u . u - 3xjXi + 4yiy; - 3x* + 4y\ 5 s 0 e 

u , u - 3x f + 4y] = 0 se, e samente se, Xi = Yi - 0, 


isto €, se u = (0, 0) “ 0 
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Observagio 

0 produto interno que acabamos de apresentar e dife rente do produto interno usual no 
IR 2 , Este seria defini do por ; 

u. v = x!x 2 +yiy 2 

donde se depreende ser possivel a existencia de mais de um produto interno num mesmo espa^o 
vetorial 

2) Se u = (x 2 , y 2 , ) e v = (x 3 ,y 2 ,z 2 ) sSo vetores quaisquer do IR 3 , onumeroreal 


u, v = XiX 2 +yiy 2 +zjz 2 


define o produto interno usual no IR 3 . 
De forma aniloga 


u . v = x t yt + x 2 y 2 + ... + x n y n 


com u = (x t , x 2 , x n ) e v= (yi,y 2 y^). define o produto interno usual no IR n . 

3) Sejam V = P 2 , p- a 2 x 2 + a 2 x + a 0 e q = b 3 x 2 + b 2 x+bo vetores quaisquer de P 2 . 
A fdrmula 

p. q — a 2 b 2 + a i b 2 + a^ bo 

define um produto interno em P 2 . 

For exemplo, se : 

p = 3x 2 - 4x + 2 e q - 2x 2 + 3x - 1 , 


entao; 

p.q = 3(2)-4(3) + 2(-l)=-8 

Observe mos que 
p . q = a 2 b 2 + aibi 

nao define, sobre V, um produto interno. Nesse caso, falha o axioma P 4 , pois existem 
polinomios p G V tais que p , p = 0, sem que p = 0, Por exemplo, p = Ox 2 + Ox + 3. 
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4) Seja V o espapo das f undoes reais continuas no intervale (a, b] . 

Se f e g pertencem a V, 

f > 

f. g = / f(x) g(x) dx 

define sobre V um produto intern o. (A verificafao dos quatro axiomas fica a cargo do 
leitor. > 

5) 0 ntimero 

u. + y\y\ 

sen do u - (x 1; yj) e v = (x 2 , y 2 \ nao define no IR' um produto interno. 

Nesse caso nao se verificam os axiomas P a e P 3 . Considerando o axioma P 3 , tem-se: 

(au) . v = (ax 1? ayi) . (x 2 , y 2 ) = 2<*XiX 2 + o 2 y|y^ 

enquanto: 

o(u . v) = a(2x t x 2 + y]y\) ~ 2q:x 1 x 3 + cty\y\ 
e, portanto : 

(«u) . v =^Of(u , v) 

3.1,1 Problemas Resolvidos 

1) Em rela^ao ao produto interno usual do IR 2 , calcular u . v sendo dados: 

a) u = (-3, 4) e v = (5,-2) 

b) u = (6.-l) e -4) 


c) u = (2, 3) e v = (0, 0) 




no 
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Sofugao 


a) u . v = -3(5) + 4 (-2) = -15 - 8 = -23 


b) u . v = 6 (y) - 1 (-4) = 3 + 4=7 

c) u , v= 2(0) + 3(0) = 0 + 0 = 0 


2) Para os mesmos ve tores do exerci'cio anterior, caicular u . v em rela^o ao produto interno 
do exemplo 1 : 

u v = 3 x,x 2 + 4y j y 2 


Solugao 

a) u . v = 3 (-3) (5) +■ 4 (4) (-2) - -45 - 32= -77 

b) u . v= 3(6)(~) + 4(-l){-4) = 9 + 16= 25 

c) u ■ v = 3 (2) (’O') + 4(3)(0) - 0 + 0 = 0 

3) Consideremos o IR J munido do produto interno usual. 

Sendo v^U.2,-3), v 2 =(3,- 1,-1) e v 3 =(2,-2,0) de ]R\ determinaro 
vetor u tal que u . vj = 4, u . v 2 = 6 e u . v 3 = 2. 

Solugao 

Seja u - (x, y, z) 

Entao ; 


(x,y,z).(l f 2 f -3) = 4 
(x, y, z) . (3, -1,-1) = 6 
(x, y,z) . (2 f -2,Q) = 2 
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Efetuando os produtos in tern os indicados, resulta o sistema: 


x + 2y - 3z = 4 
■ 3x - y - 7 - 6 
2x - 2y =2 

cuja solu^ao e x = 3 . y - 2 e i- 1 . 

Logo, o vetor procurado e u = ( 3 , 2 , 1 ), 

4) Seja V = { f: [0, 1 ] -*■ IR, f £ continua} o espa^o vetoriaJ munido do produto interno: 




l 

f(t) g(t) dt 


Jo 


Determinar h, h ? e h ! .hi, tais que hi.h^G V e h|(t)=t e h 2 (t)=t i 


Soiuoao 


a) h] . = 


h t (t)h 2 (t)dl = 


T t 2 dt = 



[— ]' 
1 4 J o 


4 


b) h, . h, = | hi (t)hj (t)dt 
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3.2 ESPAQO VETORIAL EUCLIDIANO 

Um espa^o vetorial real, de dimensao finita, no qual esta defmido um produto interno, e 
um espago vetorial euclidiano. Neste capftulo serao considerados somente espa^os vetoriais 
euclidianos. 
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3.3 MODULO DE UM VETOR 

Dado urn vetor v de urn espa$o vetorial euclidiano V. chama-se rrtodub, norma ou 
comprimento de v o numero real nao-negativo, indicado por | v f , definido por: 

| v [ — %/ v . v 

Observemos que se u = (x 1 ,y 1 ,z I ) for um vetor do 1R 3 com produto interno usual, 
tem-se ; 

i u I = V (xi, yi, zi) . (xi, yi, zj) = y/x\ + y] + z\ (3.3) 

3.3.1 Distartcia entre dois vetores 

Chama-se distdncia entre dois vetores (ou pontos) u e v o ntimero real representado 
por d (u, v) e definido por : 

d(u, v) = | u - v | 

Sendo u = (x 1> yi,z 1 ) e v= (x 2> y 2 ,z 2 ) vetores do IR 3 com produto interno usual, 
tem-se : 

d(u, v) = ( u - v | = | (x , - x 2 , y, - y 2> z t - z 2 ) | 
ou: 

d(u, v) = (x, - x 2 ) ? + (y,. - y ; f + (Zj - z 2 ) 2 (3.3.1) 

Observances 

1) Se | v| = 1, isto e. v . v = 1, o vetor v e chamado vetor unitdrio. Diz-se, nesse 
caso, que v esta normalizado. 

2) Todo vetor nao-nulo vG V pode ser normalizado , fazendo: 

_ v 
U "|v| 
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Observemos que: 

V V _ V. v _ \ v 

i v r i v i" i v[ s ]v ] 2 

v 

e, portanto, — e unitario. 

I v | 


Exempio 

Consideremos o espa^a V= 1R 3 com o praduto interno v t . v 2 = 3xjx 2 + 2y l y 2 + 
sendo Vi = (xi,yj. ,Zi) e v 2 = (x 2 ,y 2 .z 2 ). Dado o vetor v=(-2, 1,2) e R 3 , em rela^ao a 
esse produto interno tem*se ; 

| v [ = v^2, l, 2). (-2,1,2) = V 3 (-2 ) 2 + 2 (l) 2 + 2 2 = y/ 12 + 2 + 4 = yfli 
e normalizando v, results: 

v _ (^2 ? 1, 2) , 2_ 1_ 2 . 

| V f y/J8 " y/J8 ’ s/T8 ’ 


Observemos que, relativamente ao produto interno usual, tem-se: 

I v ! = V(-2, 1,2). (-2, 1,2) = x/(-2) ! + 1 ! +2 2 = v'4+ 1 +4 = 3 

v _ (-2, 1,2) . 2_ _L i.3 

I v I 3 '•"3 ' 3 ’ 3 1 


E importante observai que o modulo depende do produto interno utilizado, Se o produto 
interno muda, o modulo tambem se modifica, 


Assim, fica claro que os do is vetores — acima. obtidos a partir de v, sao unitarios, cada um 
em rela^do ao respectivo produto interno. 


3.3.2 Propriedades do Modulo de um Vetor 

Seja V um espa^o vetorial euclidiano. 

I) | v | > 0, Vv 6 V e i v j = 0. se, e somente sc, v = 0. 
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Essa propriedade e uma conseqliencia de P 4 
II) I av J = ( a | I v J , Vv e V, Vo 6 1R 
De fato: 

1 ofv ) - y/~ (av)~. (avj * \/<* 3 (v . v) = | a \ y/v . v = | a | I v | 

HI I 1 U , V | < I u 1 | v I , Vu, V E V 

Se u = 0 ou v = 0, vale a igualdade f u . v ] - | u | | v f = 0. 

Senem u nem v sao nulos, para qualquer a € IR vale a desigualdade 

f U + Qfv) , (ll + OfV) > 0 

pe!o axioma P 4 . 

Efetuando o pioduto interno, vem: 
u .u +u ,(av> + (av . u) + Of 2 (v v) >0 
ou 

i v j 1 of 2 + 2(u.v)a-Hu) 2 > 0 

Obtivemos assim um trindnuo do 2 U grau em a (pois . v H * 0). que deve ser positivo 

pata qualquer valor de a. Como o coefideme de a 1 e sempre positive, o discrimiriante desse 
trinomio deve ser negativo ou nulo: 

(2u . v>* - 4 | v | 2 | u | 2 ^ 0 
4(U . v) a - 4 | u | 3 I v | 2 0 

( U . V ) 2 ^ i U f ‘ I V | 2 


Consideraudo a raiz quadrada positiva de ambos os menibros dessa desigualdade, vem. 
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Essa desigualdade e conhecida com o nome de Desigualdade de Schwarz ou 
de Cauchy-Schwarz. 

[V) | u + v | [ u | + | v |, Vu, v E V 

De fato: 

! U + V | = y/ (u + /) . (U + v) 

\ u + v | = v u . u + 2 { u . v) + v . v 
lu + V ! 1 = I u 1 2 + 2 ( u . v) + i V I ; 

mas 

u , v | u . v | < | u | J v I 

logo : 

I u + v 1 2 *£ I u | 2 + 2 i u I v ■ + : v 2 

ou: 

| u + v | 2 ^ ( I u |f+ 1 v i r 
ou. ainda: 

|u + v|^|u|+|v 



Inequa^ao 


Figura 3.3.2 



116 


Algebra linear 


Essa desigualdade, denominada desigualdade triangular, vista no (R 2 ou no IR 3 confirma 
a propriedade geometries de que, tnim iriiinguk), a soma dos compriTnentos de dois lados e malor 
que o comprimento do terceiro lado (Figura 3.3.2) 

A igualdadc somente ocorre quando os dois vetores u e v sao colineares 


3.4 ANGULO DE DOIS VETORES 

Sejam u e v vetores ndo-nulos de um espa^o vetorial eudidiano V. 
A desigualdade de Schwarz 

1 u . V I < 1 ll 1 1 V | 

pode ser escrita assim; 

J u - v : ' < i 

lu i | V | 
ou: 

-± 2 - c i 

I u 1 1 v | 

o que implies : 


u . v 

-1 < < 1 

| u n V | 


Pot esse motive, pode-se dizer que a fra$ao 


u . v 


J u | | v 


£ igual ao eo-seno de um angulo 0, denominado angulo dos vetores uev: 


COS 8 - - ‘ - — , 0 ^ 8 77 

| u 1 1 v | 

Observemos que essa formula coincide com a (1.7,1) para o calculo do angulo de dois 
vetores no 1R 2 (ou com a formula VI do item 1.9 do IR 3 ), considerando o produto interno 
usual 
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3.4.1 Probiemas Resol vidos 

5) Consideremos o IR 3 com o produto intemo usual. Determinar a componente c do vetor 
v = (6, -3, c) tal que [ v i = 7, 


SoiupSo 

[ v [ = V + T^3) 2 + c 2 =■ 7 

36 + 9 +c 2 = 49 



6) Seja o produto interno usual no IR 3 e no IR 4 . Determinar o angulo entre os seguintes 
pares de vet ores : 

a) u= (2, 1,-5} e v = (5,0. 2) 

b) u - (1, -1 , 2 f 3) e v = (2, 0, 1, -2) 


Solucio 

a) | u | = \fT 7 + l 2 +(- 5) 2 - v/30 
| v [ - s/ 5 2 +2 2 = y/29 
u.v = 2(5) + 1(0)- 5(2) =0 


Dai: 


cos 6 = 


u . v 

[ U | | v 


0 

V"30 \flS 


= 0 



b) | u | = V 1 + l +4+9 = VTs 


\ v | = x/4 + 1 +4 = 3 
u . V = I (?) - 1 (0) + 2(1) + 3 (-2) = -2 
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Dai. 


cos 8 - 


V25 x3 


8 - arc cos (- 


3 vHT 


7) Seja V um espa^o vetorial euclidiano e u, v £ V. Determinar o co-seno do angulo entre 
os vetores u e v, sabendo que I u ,' = 3, | v | = 7 e i u + v | = 4 y/S 


SqIuvSq 

I U + V I - y/'(u + v) . (u + v) 


ou: 


I u + v | 2 = | u | 2 + 2u . v + | v | 2 


e: 


(4 y/5 ) 2 = 3 2 + 2u . v + 7 2 
80 - 9 + 2u . v + 49 
2u . v - 80 - 58 
2u . v = 22 
u . v = 11 


logo: 


cos $ = 


u . v 

U I I V I 


11 ,11 

3x7 21 


8) Consideremos, no R 2 , o produto inter no definido por v x . v 2 = 3x t x 2 + y t y 2 . sen do 

v i ~ ( x t. yi) e v 2 =(x 2 , y 2 ). Em rela^ao a esse produto interno, determinar um vetor v 
tal que : 


v | = 4, v , u = 10 e u - (1, -2) 
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Soiupao 

Seja v = (x, y). Entao: 

I v | = %/ 3x 2 +y 2 = 4 3x 2 + y 2 = 16 

e : 

v , u = 3x - 2y = 10 
Resolvendo o sistema 

3x 2 + y 2 = 16 
3x - 2y - 10 
obteremos: 

_ 6 26 
x = 2 e y = -2 ou x = — e y = — — 

logo: 

v - (2, -2) ou v — 


3.5 VETORES ORTOGONAIS 

Seja V um espaijo vetorial euclidiano. 

Diz-se que dois vetores u e v de V sao ortogonais, e se representa por ulv, se, e 
somente se. u . v = 0. 


Exempio 

Seja V = IR 2 um espayo vetoriaj euclidiano em rela^ao ao produto interno 
i .Xi , y! ) . (x 2 , y 2 ) = XiX 2 + 2y!y 2 . Em rela^ao a este produto interno, os vetores u = (~3, 2) 
e v = (4, 3) s5o ortogonais, pois: 

u . v = -3(4) + 2(2) (3) = 0 
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Observances 

1 ) 0 vetor 0 £ V 6 ortogonal a qualquer v E V ; 
0 . v = 0 

De fato: 

0 . v = (Ov) . v - 0(v . v) =0 

2) Se u i v, entao aui v para todo a £ IR 

3) Se u, 1 v e u 2 1 v, entao (Uj + u 2 )l v 


3.6 CONJUNTO ORTOGONAL DE VETORES 

Seja V tun espa^o vetor ial euclidiano. 

Diz-se que um conjunto de vetores (vi, v 2 , v n } CV e orrogomi se dots vetores 
quaisquer, distintos. $ao ortogonais, isto e, v, . Vj = 0 para i =£ j. 


Exemplo 

No IR 3 „ o conjunto 
id. 2. -3), (3, 0.1U1, ~S, -3) } 
e ortogonal em rela^ao ao proa u to interno usual, pois: 


(1, 2, -3). (3.0. 1) - 0 

U, 2, -3) . <], -5. -3> = O' 


(3,0, 11 (1. -5, -3) = 0 
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3.6.1 Teorema 

Um conjunto ortogonal de vetores nao-nulos A = { Vj , \ 2 , v rt ) e linearmente inde- 
pendente (LI), 

De fato: 

Consideremos a igualdade 
a, vj + a 2 v 2 + ... + a n v n = 0 

e t'a^amos o produto interno de ambos os membros da igualdade por : 

(aiv 5 + a 2 v 2 +... + a n v n j. Vj =0. v i 


oil : 


a i C v i ■ V + ... + aj(v, ■ v,) + ... + a n (v n . = 0 

Como A e ortogonal, Vj , Vj =■ 0 para j =£ i e Vj . =£ 0, pois vj # 0. Entao. 

a i( v i ■ v i) = implica a ; - 0 para i = 1, 2, ..., n. Logo, A = { v r , v 2 . v n } e LI. 


3.6.2 Base Ortogonal 

Diz-se que uma base v x v n ? de V e ortogoml se os seus vetores sao dois a dois 

ortogonais. 

Assim, levando em conta o teorema anterior, se dim V = n, qualquer conjunto de n vetores 
nao-nulos e dois a dois ortogonais, constitui uma base ortogonal. Por exemplo, o conjunto apre- 
sentado no exemplo anterior 


{( 1 , 2 , -3), 13, 0, l), <1.-5, -3)} 


e uma base ortogonal do 1R 3 , 



Algebra line<r 


22 

3.6. 2.1 Base Ortonormal 

Uma base B = {v 1? v 2 , v n } de um espaso vetorial euclidiano V € ortonormal se B e 
ortogonal e todos os sem vetores sao unitarios, isto e : 

| 0 para i j 



! 1 para i - j 


Sxempios 

Em rela$ao ao produto Lnterno usual, o conjunto: 

1) B = { (1, 0), (0, 1) } e uma base ortonormal do R 2 (£ a base canonica), 

2) B = {(^ 7 = — £ tambem base ortonormal do R 2 (verificar!); 

1 1 i 1 

3) B = { (1, 0, 0), (0, 1 , 0), (0, 0, 1 ) } £ uma base ortonormal do R 3 (e a base canonica); 

4) B = {u 1; u 2 , u 3 } , sendo Ui = (— ™ ~ 

y/J v3 

^,2 1 1 , _ Sn 1 1 , 

u 2 -( — — ) e u 3 -(0, 

yf6 y/6 \A6 y/2 \Jl 

£ tambem base ortonormal do R 3 , pois: 

U] . u 2 = u x . u 3 = u 2 . u 3 - 0 

e: 

u, . u, = Uj u 3 = u 3 . u 3 = ] 

As bases ortonormais sao particularmente importantes, como ainda veremos 
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Observafio 

v 

Ja vimos que se v e um vetor nao-nulo, o vetor — e unitario, Diz-se, nesse caso, que v 

v i y i 

esta normalizado. O processo que transforma v em y^-| chama-se normalizando de v. 

Assim, uma base ortonormal sempre pode ser obtida de uma base ortogonal normalizando 
cada vetor. 

Por exemplo, a base B= {v l 5 v 2 ,v 3 }, sendo =(1,1,1), v 2 =(-2,1,1) e v 3 = (0, '1,1), 
e ortogonal em relafao ao produto interno usual. Normalizando cada vetor, obtemos: 


(i.i.D 


i i 


V| | y 1 1 + 1 + 1 ,/T \/"3 \Z~3 


„ v 2 _ (-2, 1, 1) _2_ J J_ . 

2 |v, | v'TTTTl 'v^’v^'v^ 


_ v, _ ( 0 .- 1 . 1 ) =(0 _J_ J_ 

3 | v 3 1 VO +1 + 1 K ' sf?' V2 


e B' = { Uj , u 2 , u 3 } £ uma base ortonormal do R 3 


3.6.3 Processo de Ortogonal izapSo de Gram-Schmidt 

Dado um espa$o vetorial euclidiano V e uma base qualquer B= { Vj , v 2 , .... v n } desse 
e spa 90 , e possivel, a partir dessa base, determmar uma base ortogonal de V. 

De fato, supondo que Vj , v 2 , ..., v n nao sao ortogonais, considere-se 

Wi = Vi 

e determine-se o valor de a de modo que o vetor w 2 = v 2 - seja ortogonal a : 

(v 2 - awj ) . =0 

v 2 . Wj - a (Wj . Wj ) = 0 

_ v 2 . Wj 

a — 

W} . Wj 
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isto e : 


w, 


v 2 - ( 


Va - Wj 

W] . Wi 


)w, 


Assim, os vetores w, e w 2 sao ortogonais 
Considere-se 0 vetor 


w 3 = v 3 - a 2 w 2 - aj w, 

e determine -se os valores de a 2 e a, de manena que o vetor w 3 seja ortogonaJ aos vetores 
W( e w 2 : 


(v 3 - a 2 w ? - i,w, | . w, = 0 
(v 3 - a-j w 2 - a! Wj ) , w 2 =0 


v 3 . Wj - a 2 (w 2 . w, ) -adwi . W] > = 0 
v 3 . w 2 - a 2 {w 2 . w 2 ) - a,(wt w 3 ) = 0 

Tendo em vista que W| . w 2 =0, vem 

Vj . Wj - a,iW] . w, ) = 0 
Vj w 2 - a 2 (w 2 . w 2 ) = 0 


* _ V 3 • W 1 a _ V 3 - 

' Wi . W] ' 1 w 2 w 2 


isto e : 


w 3 = v 2 - ( 


w 2 w 2 


W, V 

) W 2 -1 


2\ 

Y ' - ) Wj 


W, W, 


Assim, os vetores W], w 2 e w 3 sao ortogonais 
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Pode-se concluir o teorema por mdu^ao, admitindo que, por esse process©, tenham sido 
obtidos (n - 1) vetores Wi, w 2 , .... w nM e considerar o vetor: 


w 


n 


v 

n 


a n-l w n-l 


... - a 2 w 3 - w t 


sendo ai , a 2 , a t tais que o referido vetor w n seja ortogonal aos vetores Wi , w 2 , w n _j , 
Os valores de a, , a 2 , ... t a n _, que aparecem em sSo: 


v n ■ w, = v n * w 2 _ v n - w a 

w t . w, ' ai w 2 . w 2 ’ * 3 w 3 w 3 


v ti * w n - 1 

| = — 

rt-1 w . . w , 
n - 1 n - 1 


Assim, a partir de B = { v 3 , .... v n } , obtivemos a base ortogonal { w 1( w 2f .... w n } . 

0 processo que permite a determinate de uma base ortogonal a partir de uma base 
qualquer chama-se processo de ortogonaliza^ao de Gram-Schmidt. 

W; 

Para se obter uma base ortonormal, basta normalizar cada W|. Fazendo Uj = 
obtemos a base 


I wj 


B' - {ui, Ua, .... u n ) 

que e uma base ortonormal obtida a partir da base 
B= {v Jt v 3 , .... v n } 


Observacao 

Tendo em vista que: 


v n ■ w > 
W| . W] 


Wi w x w 3 1 1 

V — — - v = v X = (v . Ui ) 

n Wi W] n |w ,| 5 n I w, \ i W, I lW|1 




v n w 2 
Wi . Wi 


w 2 w 2 

= V = V 

n w 3 . w 2 n | w 2 


— = V 

i2 n 


W 2 
I w 5 I 


l 


W-J I 


( v n u 2 ) — 
I w 3 
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v n ' 

w 3 . w 3 


= (v n U 3 ) 


1 

I w 3 | 


t = v n * w n-l = 
, "- 1 »„.i " 


-= C.'Vi) 




os vetores Wi , w 2 w n podem ser expressos do seguinte modo: 


I) w i = 


II) w 2 = v 2 - a i w i = V, - (v 2 . ui) — 

I w t 

W 2 = V 2 -(v 2 . u^u, 


III) w 3 = v 3 - a 2 w 2 - a x w, 

*3 - V 3 - (V 3 . U 2 ) - (V 3 . Uj ) -^ 

|w 2 [ I Wi 

W 3 = V 3 - (V 3 . U 2 ) U 2 - (v 3 . Uj ) U t 


% = \ - ( v n ■ Vi>Vi - ■■■ - <\ • u * ' ( v „ “ 1 ) ». 

Exempio 

Sejam v 1 =(l, 1,1,) v 2 -(0,1,1) e v 3 = (0, 0, I) vetores do K 3 . Esses vetores 
constituem uma base B= {vi,v 2f v 3 } nao-ortogonal em rela^ao ao produto interno usual. 
Pretendemos obter, a partir de B. uma base B' = { u t , u 2 , u 3 } que seja ortonormal 


So tuQao 


wi = v x = (1, 1, 1) 
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ui 


_ Wx _ ( 1 , 1 , 1 ) _ ( 1 , 1 , 1 ) _ f 1 _L _J_ 

fwil V l 3 + 1 2 + l 2 \/3 \/3 >/3 *s/3 


) 


W 2 = V 2 - (v a . U x ) U, 


Vj . U, = (0, 1, !).(—?= , 


‘ )■ 2 


VS ' V"3 ’ VS V3 




W, = (0, 1, l)-(j ,y,y) 


_ , 2 11. 

W 2 ^ ^ ! 2 ’ 


lit = 


w 2 


(.1 1 -L) 

v 3 » 3 * 3 J . 

U7i 

9 9 9 




(-- - -) 
1 3 » 3 ’ 3 } 

VT” 

3 


— — ) 
1 yfe ’</6’ 


w 3 - V 3 -(v 3 . u 2 )u a - (v 3 . u t )u. 


v 3 .u 2 (0,0, 1) ( 'v , T’v r 6 ’v r 6 ) Vs 


(0,0,1). = 

w 3 = (o,o, i)--^(-— ( 73"'7f ’7f ) 


*’ (0,0,1) - ( 6'6’6^"^3’3’3^ 


»3 = ( 0 , -y , y) 


u 3 = 


(0 - — ) 

w 3 ^ 2 ' 2 ; 


(°,-y,y) 


f w 3 | 




(0- ' v r 2’'/2 ) 
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A base B' - { , u 2 , u 3 } 6 uma base ortonormal, pois: 

Ui . u, - u, . u 3 = u 2 . u 3 = 0 


e: 


I U, \- I u 3 1= \ u 3 \= I 


3.6.4 Component es de um Vetor numa Base Ortogonal 

Seja V um espa$o vetorial euclidiano e B = { v, v n } uma base ortogonal de V, Para 

um vetor w G V, tem-se: 

ajVj + ... + ... +■ a n v n 

EfetOando o produto interno de ambos os membros da igualdade por vj, vem: 

w ■ Vi = a,(v, vj ) + t a i (v i . Vj) + + a n (v n . Vj) 

ou: 

* V( = a s (V| . v.) pois Vj . Vj = 0 para j =£ i 

logo: 


w . v 


a i 


Vj 


(3.6.4) 


* a expressao da i-^sima coordenada de w em rela^ao a base B 


Exempio 

Seja V = R 2 com o produto interno usual e a base ortogonal 

B = {(2, 1U-1.2)} 

Calculemos as ooordenadas do vetor w = {4, 7) em rela^o a essa base B, na qua! 
v i = (2, 1) e v 2 =(-1,2). Pretende-se calcular ai e a 3 tais que: 


w = a t v, + a 3 v 2 
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Utilizando a fdrmula (3.6.4), vem: 


w . V| _ (4, 7) . (2, 1) _ 8 + 7 _ 15 _ 3 
v, . v, “ (2, 1) . (2, l) 4+1 5 " 

w . v j (4, 7) . (-1, 2) _ -4 + 14 _ 10 
V, . v a " f-1. 2) . (-1,2) 1 +4 - 5 


logo: 

w = 3V! + 2v 2 


ou : 


w B = (3. 2) 

Como se viu, as coordenadas de w, na base canonica, sao 4 e 7, enquanto na base B sao 


Observacao 

No caso particular de B= {v lwr , v n } ser uma base ortonormal de V, os coeficientes 
a. do vetor w=a|V t +.,+ a n v n , pela formula (3.6.4), sao dados por: 


pois v { . Vj ~ l . 
Assim, 


w = (w . v j 1 v , + (w . v a ) v 2 + ... +(w . v n ) v n 


Exempio 

A base B= {(y,y), (-y,y)} e uma base ortDrnormal do R 1 em relai^o ao produto 

•J J J J 

interno usual. Dado v = (5,2), para encontrar a t e a a tal que 

3 4 4 3 

(5, 2) = a, (y ,y) + a a (-y , y ) 
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basta fazer : 


a _ - w 3 4, _ 8_ 23 

a,-(5,2).(y,j)-3+-- T 


»,= (5,2).(-y,j) 



14 

5 


logo: 


= (H 1±\ 

f B ( 5 5 * 


Observemos que se tiv^ssemos a base canonica: 


B = {(1,0), (0,1)}, 


a, = (5,2). (1,0)= 5 


a 2 = (5, 2). (0,1)= 2 


e, portanto; 

v B = (5, 2) 


i$to e : 


(5,2)= 5(1,0) + 2 (0, 1) 

3.7 CONJUNTOS ORTOGONAIS 

Se Si e S 2 sao subcon} untos nao-vazios de um espa 90 vetorial euclidiano V, diz^se que 
Si e ortogoml a S 2 , e se representa por S x i S 2 , se qualquer vetor v t G $ t e ortogonal 
a qualquer vetor v 2 £ S 2 . 
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Exemplo 


Os conjuntos 

S, = {(0,1, 2), (0,2, 4)} e S 2 - { (I, -2, 1), (2, -2, 1), (4, 6, -3) } 
sao ortogonais relativamente ao produto interno usual no R 3 (verificar!). 


3.7.1 Teorema 

Seja V um espa 90 vetorial euclidiano e B = { v, „ v p } uma base de um subespa^o S 
de V, gerado por B. 

Se um vetor u£V e ortogonal a todos os vetores da base B, entao u e ortogonal a 
qualquer vetor do subespafo S gerado por B. 

Diz-se, nesse caso, que u e ortogonal a S e se representa por u 1 S, 

De fato : 

Qualquer vetor v£ S pode ser expresso por: 
v = aj V! + a 2 v 2 + ... + a p Vp 
e: 

u . v = u . (ai v t +■ a 2 v 2 + ... + apV p ) 

u . v = aju . v t ) + a 2 (u . v 2 ) + ... +a p (u . v p ) 

Mas, por hipotese, u . Vj - 0, i = 1, ..., p. 

Portanto : 

u . v = 0 

logo: 

u 1 v ou u 1 S 

A reciproca desse teorema nao € verdadeira 
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3.8 COMPLEMENTO ORTOGONAL 

Seja V um espafo vetorial euclidiano e S um subespafo vetorial de V. Consideremos o 
subconjunto de V formado pelos vetores que sao ortogonais a S: 

S 1 = {ve V/v 1 S} 

Esse subconjunto S 1 de V £ chamado complemento ortogonal de S. 

Vamos considerar duas propriedades : 

[) S 1 e $ube$pa$o de V 
De fato: 

a) Se Vj, v 2 E S 1 , paraqualquer u£ S, tem-se; 
v, 1 u e v 2 i u 

isto e : 

v,.u = 0 e v 3 .u = 0 
Entao: 

v i ■ u + v 2 . u = 0 

(vj + v 2 ) . u = 0 implica (v t + v 2 ) E S x 

b) Analogamente, se verifica que para qualquer aE IR ? avj E S 1 . 

II) Se S 6 subespa^o vetorial de V, entao 
V = S© S 1 

isto e, V ea soma direta de S e S 1 
De fato : 


Se S = { 0 } , entao S 1 = V e a demonstra^ao e imediata. 
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Se S =£ { 0 } , para qualquer v G S n S 1 tem-se : 
v . v = 0 


isto £ : 


v - 0 


o que most r a que 

sns 1 = {0} 

Por outro lado, como S t um subespa^o vetorial de V, S pode sei considerado um espaijo 
veto rial euclidiano tal como V. Nessas condifOes, sejam B= { e t . e 2 , e p ) uma base orto- 
normal de $ e v um vet or qualquer de V. 

Tendo em vista que v . e s , v . e a , , v . e p sao numeros reals, o vetor 


Vj = (v.ei)ej +(v . e 2 ) e 2 + ... + (v . e p )e p 


pertence a S, e o vetor 

v 2 - V - Vj 

6 ortogonal a S, isto e, pertence a S 1 , por ser ortogonal a todos os vetor es da base B = {e i , e 2 , e p } 


Vi . «1 " (V - Vi ) . ei = v. e, - V, . e, 


v 2 . e l = v . e, - [(v. e,)e t +(v. e 2 )e 2 + ... +(v. e p )e p ] . e, 
v 2 . e!= v , Cj *• [(v.ej)ei].«t + 0 + ... +0 
v 2 . ei = v . ei - v . e t 
v 2 . ej = 0 
Do mesmo modo : 


v 2 . e 2 - 0, v 2 . e 3 = 0, ..., v 2 . e p = 0 
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Assim, v= v, +v 2 , com v t G S e v a € S 1 . 
Logo: 

v= s© s 1 

Exemplos 

1) Seja V= R* com o produto interno usual e 
S = { (0, 0, c)/c £ IR } (eixo dos z) 

Entao : 

S 1 = {(a, b, 0)/a, b IR } (piano xGz) 



2) Seja V = IR 2 com o produto interno usual e $ = { (x, -x)/x e |R ] 
Entao : 

S 1 = {(x, x)/x e IR} 


uma vez que (x t -x) . (x, x) = x* - x 3 = 0 
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3.9 PROBUEMAS RESOLVIDOS 

9) Determinar o valor de m para que os vetores u = (2 ( m, -3) e v = (m - 1, 2, 4) sejam 
ortogonais em rela^o aa produto in ter no usual do R 3 . 

Soiucao 

Os vetores sSo ortogonais se u . v = 0. Entao: 

(2, m, -3) . (m - 1 . 2, 4) = 0 
2(m - l) + m(2)- 3(4) =0 
2m -2 + 2m - 1 2 = 0 

4m = 14 

7 

!0) Seja V = R 3 eo produto inter no 

Ui, yi, Zi) . (x 2 , y 2) z 2 )= 2XiX 3 +3y!y 3 + 1 ^ 

Determinar um vet or unitirio simultaneamente ortogonal aos vetores u = (l,2, 1) 
e v= (1, 1, 1). 
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Sotugio 

Seja w = (x, y, z), tal que wi u e w 1 v. EntSo: 

W.u = 0 I (x,y,z).(l,2, 1) =0 

ou 

w v =0 \ (X, y,z).(l f 1, 1) =0 

Com o produto intemo dado, obtemos o sistema. 

2x + 6y + z = 0 
2x + 3y + z = 0 

que tem por soluffo : 
y = 0 e z = -2x 

Logo, w = (x, 0, -2x) = x(l, 0, -2), para x e R. 

Port ant o, existem infinitos vetores ortogonais sunultaneamente a u e v, porem todos 
mtiltiplos de (1,0, -2). Para x=l, obt6m-se w 1 =(l,0,-2), que, normalizado, resulta: 

»» _ (1,0, -2) _ (l,0,-2) 1 2 

lw,| V2(l)^ + O 2 +(-2) 2 7s l vA6’ , 'v r 5 ; 

11) Construir, a partir do vetor v l =(1,-2, 1), uma base ortogonal do R 3 relativamente ao 
produto interno usual e obtei, a partir dela, uma base ortonormal. 

Solugao 

Seja B = { v t , v 2 , v 3 } a base ortogonal a ser determinada. 

Seja v 2 = (x, y, z). Como v 2 1 v Jf tem-se: 


v 2 . vj = 0 
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(x, y, z) . (1, -2, 1)= 0 
x - 2y + z =0 

x = 2y - z 

Existem, portanto, infinitos vetores ortogonais a v, da forma 
(2y - z, y, z), 

Fazendo y = 0 e z = 1, obtem-se um vetor particular: 

v 2 = (-1,0,1) 

Assim, o conjunto { v t , v 3 } 6 ortogonal, pois Vi . v t = 0. 

Para obtermos uma base ortogonal, necessitamos de mais um vetor, 
Seja v 3 - (a, b, c), tal que v 3 1 e v 3 i v 2 . Entao: 

v 3 . v 3 = 0 
v 3 . v 3 = 0 


ou: 


(a, b, c) . (1, '2, 1) = 0 


1 (a, b, c) . (-1, 0, 1) = 0 


ou, ainda: 


a - 2b + c = 0 


-a + c = 0 


sistema de solu^ao a = c e b - c 
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Portanto, os vetores ortogonais a v, e v 2 sao do tipo 
(c, c, c),c£ IR 

Fazendo c = 1 , obUm-se um vetor particular : 


v 3 = (1,1,1) 


logo: 


B={(1,-2,1), (-1,0,1), (1,1,1)} e uma base ortogonal do R 3 com a presen£a do 
vetor Vj = (1, -2, 1). 

Para se obter, a partii de B, uma base ortonormal, basta normalizar cada vetor de B, 
Assim: 


U. = (_ L _L __ L) 

IvJ \f T + 4 + 1 y/~6 >/6 


I Vj | VTT1 1 y/2' ’sf2 


u 3 = ^- = U.M) , ( _L _L -!_ ) 

I v, | V1 + 1 + ! l v^V3'v/3 


e: 


B' = { u i , u 2 , u 3 } 4 uma base ortonormal do R J . 

Esse problema, como £ facil observar, tem infinitas solutes. 

12) O conjunto B = { (1, -1), (2, b) } € uma base ortogonal do R 2 em relapao ao produto 
interno : 

(Xi , y 1 ) . (Xj , y 2 ) = 2X! x 2 + y t y 2 


Calcular o valor de b e determ inar, a partir de B, uma base ortonormal. 
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So lug So 

Sendo B ortogonal, tem-se: 

(l,-l).( 2 ,b) = 0 
2 (l)( 2 )-l(b) = 0 
b = 4 

Portanto: 

B= {(1,-1), (2 , 4)} 

e ortogonal. 

Normalizando cada vetor de B segundo esse produto interne, vem: 

(l.-n _ (i,-i) -, i _i i 

v/ 20) 2 +(-l) : V3 sfT 

(2,4) _ (2,4). ,12) 

V 2 (2 ) 2 + 4 ! 2 V 6 V 6 ’ \/6 

e: 

B = {< V3’'7t ),( 7?’7^ ); 

e uma base ortonormal do IR 3 relativamente ao produto interno dado, 

13) Em rela^o ao produto interno usual, determinar uma base ortonormal do seguinte 
sub e spa 90 vetorial do R 3 : 

S = { (x, y, z) E 1 R 3 /x + y - z } " 0 

Soiugao 

Basta considerar uma base de S e, posteriormente, aplicai nela o processo de Gram- 
Schmidt com a normaliza^o de cada vetor. 
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Observemos que dimS = 2 e, portanto, uma base de S tem dois vetores. IsoJando x na 
igualdade : x + y + z - 0 . 
vein: 

x = -y + i 
Se fizermos : 

(1) y-0 e z = 1 

(2) y = 1 e z = 0 


obteremos os vetores v, = (1, 0, 1) e v 2 = (-1, 1,0), sendo B = { v lt v 2 } uma base de S, pois 
V( ev 3 s£o LI. Procuremos uma base B' = { Ui t u 2 } que seja ortonormal. 


i v, i sn \n 


b) w 2 = v 2 - (v 2 u, ) u, 


1-1, l,0)-<- 




w 2 


= <-l,l,0)(-y,0,-y) = <-y, 1 



{ 1 -—) 

w 2 1 2 * ’ 2 [ 

I w 2 | \/J> 

2 




logo: 


(- — — , — — . — — : ) } e uma base ortonormal de S. 
vA6 y/6 Vfi 

Observa^ao - O processo de or logon aliza?ao de Gram-Schmidt teria sido evitado case 
tivessemos escolhido uma base B ja ortogonal. 

14) Seja o produto interno usual no R 4 e o subespa$o, de dimensao 2, 




S = lo, 1, 0,-1), <1,-2, 1,0)]. 


Determinar S 1 e uma base ortonormal de S 1 . 
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Soluqio 

Umvetor v= (x, y, z, t)e S 1 se: 

(x, y, z, t) . (1, 1,0, -1)= 0 
e: 

(x, y, z, t) . (1, -2, 1,0)= 0 
Daj vein o sistema; 

x + y - t =0 
x - 2y + z =0 

cuja solu^o e : 


t = x + y e z--x + 2y. 


Logo: 


S' 1 = {(x, y,-x + 2y, x + y)/x, y e IR } 
Lima base de S 1 6: 

B= {(I, 0,-1, 1), (0, 1,2, !)) 


na qual v t - (1, 0, -1, 1) e v 2 = (0, 1, 2, 1). Apliquemos o piocesso de GranvSchmidt a base B 
para encontrar a base ortonormal B' = { u : , u 2 } : 


IV.I V3 ' 


.0. — ^ 


vT' ' sfi's/J 


b > w ! = v j ' (Vi . U, )u, = {0, I, 2. l)-( — 1 )(_L 0, — ~ — 

\/3 y/3 VI VI 

w, = (0.1,2, = 

Uj . », _ <7- l -jj> 1 _J_ _4_ 

i wji VH V5l ’ Vsl ’ V5i’ V5i 1 


3 



142 Algebra linear 


Logo; 

B' = { Uj , u 2 } 

£ uirn base ortonormal de S 1 . 

3.10 PROBLEMAS PROPOSTOS 

1 ) Sejam u — (x t , y j) e v = (x 2 , y 2 ). Mostrar que cada opera^ao a seguir define um produto 
interno no R 2 : 


a) u. v= xjx 2 + yi y 2 


b) u . v = 2x! x 2 + 5 yi y 2 


c) u . v = XjX 2 + x iy2 +x 2yi +2 yi y a 


2) Calcular o pioduto interno dos vetores u= (1, 1) e v= (-3, 2) segundo cada produto 
do exercicio anterior. 

3) Sejam os vetores v, = (x liyj ) e v 3 ^(x 2s y 2 ) de V= IR 2 . 

Verificar quais das fun^oes f : V x V -*• R, definidas abaixo, sao produtos internos 
em V: 

a) f(vi, v 2 )= 2xjx 2 +3 yi y 2 
*>) f{v l( v 2 )= x t x 2 - yi y 2 

c) f(V|, v 2 ) = x^x 2 + yi y 2 

d) f(Vi, v 2 ) = 4 xiX 2 

e) f(v n v 2 )= x t x 2 + yi y 2 + ] 

0 f(v t , v 2 ) = 3 x!X 2 - x iy2 - x 2 yi + 3 yi y 3 

g) f( v i , v 2 ) = 4x t x 3 + x t y 2 + x 2 y t + yi y 2 


h) f(Vi, v 2 )= x iy2 + x 2 y t 
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4) Sejam V = R 3 e os vet ores u= (x^y^Zj) e v= (x 3 ,y 2 ,Z 2 ). 

Verificar quais das seguintes funfoes sao produtos internets sobre o R 3 . (Para aquelas 
que nao sSo produtos intemos, citar os axiomas que nJo se verificam, ) 


a) u . v = XjX 2 + 3yiy 2 


b) u . v = 3xix 2 + 5yiy 2 + 2z 2 z 2 

c) u . v = 2xjy] + 3x*y* + z]z 2 


d) u . v= XjX 2 + y\Y 2 - ZiZ 2 


e) u.v — x 2 x 3 +yiy 2 + z i z 2 - x 2 y j - Xj y 2 

5) Consideremos o seguinte produto interno em P 2 : p . q = a 2 b 3 + a t bi + a 0 b 0 , sendo 
p= a 2 x 2 +a 2 x + a 0 e q - b 2 x 2 + bix + b 0 . Dados os vetores p t = x i - 2x + 3, 

p 2 = 3x -4 e p 3 = 1 * x 2 , calcular : 

a) p 2 . p 2 

b) [ pil e ! p 3 ] 

c) I Pi + P 2 1 


e) co-seno do angulo entre p 2 e p 3 

6) Se 





— — 


»i b t 


a 2 b 2 

u = 


e v = 



cj dj 


c 2 d 2 


sao matrizes quaisquer de M(2, 2), a seguinte formula define um produto interno nesse 
espa^o: 


u . v = aia 2 + bib 2 + CiC 2 + d) d 2 
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Dados os vetores 



1 

2 


0 

2 

U ” 



e v = 




-1 

1 


1 

1 


determinar: 

a) | u + v \ 

b) o angulo entre u e v. 


7 ) 


No espa 9 o V = P 2 consideremos o pnoduto interno f (t) . g (t) = 
f(t). g(t) e | f(t)| para f(t)= t 2 - 2t e g(t)= t + 3. 



f{t)g(t)dt. Calcular 


8) Veriftcar a desigualdade de Cauchy quando se tern : 

a) u = (2,-1) e v = (-2, -4) e o produto interno do probiema lb. 

b) u — -x 2 + x -3 e v= 3x 2 - x + 1 e o produto interno do probiema 5, 


9) Seja a fun$So 

f; R 3 x R 3 - 


M(l, 1) 


] 1 


x 2 

1 2 


Vi 


((xi,y l ) ( (x 1 ,y 2 ))i — Mxi yiJ 

Mostrar que f 6 um produto interno em F ! e calcular: 

a) A norma do vetor (1, 3); 

b) Um vetor umtario a partir de (1, 3); 


c) Um vetor ortogonal a ( 1, 3), 
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10) Provar que se u e v sao vetores de um espa 90 vetorial euclidiano, entao: 

a) u 1 v implies |u + v[ 2 — I u | 2 + | v ! 2 

(Intepretai geometricamente esse fato no IR 2 e no IR 3 . ) 

b) (u + v) 1 (u - v) implies | u | = 1 v ] 

11) Consideremos, no R 3 . o produto interno usual, Para que valores de m os vetores u e v 
sao ortogonais? 

a) u - (3m, 2. -m) e v= (-4,1,5) 

b) u = (0 t m - 1, 4) e v=(5 t m-l,-l) 

12) Consideremos, no R 3 , o seguinte produto interno: 

(Xi, yi, Zi ) (x, , y a .,,z 2 ) = 2x,x ? + y,y 2 +4z,z^ 


Determ mar, em relate a esse produto interno, um vetor unitar io simultaneamente 
ortogonal aos vetores u = (1 . - 1 , 2) e v = (2,1.0). 


1 3) Seja V ~ R 3 com o produto interno usual. Determinar um vetor u € R 3 ortogonaJ 

aos vetores vj = (1. 1. 2), v 7 = (5, 1. 3) e v 3 = ( 2 , -2, ~3). 

14) Determinar os vetores (a, b, c) para que o conjunto B = {(1, -3, 2), (2, 2, 2), (a. b, c) t 

seja uma base ortogonal do R 3 em rela^ao ao produto interno usual. Construir a partir 

de B uma base orto normal. 

15) Seja V = M(2. 2) munido do produto interno definido no problems 6. Determinar x de 
modo que 


1 -2 


3 2 


e 


5 x 

! 

1 -1 


sejant ortogonais. 
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1 6) Seja P| o e spa 90 vetorial dos polinomios de grau < 1 . Definimos o produto interno entre 
doisvetores p e q de Pi como segue: 


p , q = 2ac + ad + be + 2bd, sendo 


p(t)= at +b 


q (t) = ct + d 


a) Calcular o angulo entre t - 1 e 3t. 

b) Encontrar um vetor r (t) ortogonal ao vetor t - 1. 


17) Sqam V= R 3 munido do produto interno usual e A= {(1,-1, *2)} C V, Encontrai 
uma base ortogonal B de V tal que AC B, 


18) Sendo V- R 4 munido do produto interno usual, determinar um vetor nao-nulo v€E R 4 
que seja ortogonal 1 v,= (1, 1, 1,-1), v 2 = (1, 2, 0, 1) e v 3 = (-4, 1, 5, 2). 

19) Consideremos o seguinte produto interno no R 2 : 


(xi, y t ) . (x 2) y 2 )= XiX 2 + 2xiy 2 + 2x 2 y, + 5y l y 2 


Mostrar que, relativamente a esse produto interno, o conjunto 
A = { (1, 0), (2, -1)} 6 base ortonormal do R 2 , 


20) 0 conjunto B- { (2, -1), (k, 1)} e uma base ortogonal do R 2 em relagao ao produto 
interno 

(x,, yi ) . (x 2 , y 2 ) = 2xiX 2 + x,y 2 + x 2 y x + y x y 2 

Determinar o valor de k e obter, a partir de B, uma base ortonormal. 

2 1 ) Consideremos as seguintes bases do R 2 e do R 3 : 


a ) B = {(3, 4), (1,2)} 
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b) B= {(1,0,0),(0, 1,1), (0,1, 2)) 

c) B = {(1,0, 1), (1, 0, -1), (0, 3, 4)} 

Ortonormalizar essas bases pelo processo de Gram-Schmidt, segundo o produto interno 
usual de cada espa$o. 


22) O conj unto B= {(-p,— = ), (- , ~y=- ) } i uma base ortonormal do F 2 com o 

v 2 v 2 v 2 v 2 

produto interno usual. Determinar o vetor coordenada de v= (2, 4) em rela 9 ao a base B. 
Utilizar o processo apresentado em 3.6.4, 


23) Em rela^ao ao produto interno usual, determinar uma base ortonormal dos seguintes subes 
pa^os vetoriais do F 3 : 

a) S = { (x, y. z) € R 3 iy - 2i = O r 

b) S = { (x, y. z) e R 3 /x + y + z = 0 } 


24) Determinar, em rela^ao ao produto interno usual, uma base ortonormal para o subespa^ do 

F 4 gerado pelos vetores v, = (1. 0. -1. 1). - (0, 1, 0. 1) e v 3 = (1, 1, -1, 2), 

25) Seja S= { (x, y, z.-2x + 4y + 5z)/x, y, z G F} subespaco de R 4 com o produto 
interno usual. 

Seja A = {(1,2, -1,1), (2, -1,2, 2)} c S. 

a) Ortonormalizar o conj unto A. 

b) Completar o conj unto A de modo a transformido nurra base ortogonal de S. 

26) Seja V = R 3 munido do produto interno usual e B = { (1. 2, -3), (2, -4, 2) } Determinar: 
a) O subespa^o S gerado por B. 


b ) O subespa^o S - 
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27) Sqa V= R 3 munido do produto interne usual. Dados os subespa^s: 

S] = { (x, y t z) e 1R 3 /x - 2y + 3z = 0 } e 

S, = {t(2,l,-l)/t€ R) 
determinar St 1 e S-j 1 . 

28) Consideremos o subespa^ S- { (x, y, z)/ x - z = 0 } CR 3 com o produto interno: 
(x, y, z) . (x', y', z) = 2xx' + 3yy' + 4z z 

Determinar S 1 e uma base de S 1 


3.10.1 Respostas de Problemas Propostos 


2. a) -1 b) 4 c) 0 


3- a), f), fO 


4. a) Nao e produto interno. Falha o axioma P 4 


b) E produto interno. 


c) Nao £ produto interno. Falham os axiomas P 2 e Pi 


d) Nao e produto interno. Falha o axioma P 4 . 


e) E produto interno. 


5. a) -IS 


b) y/\4 e s/2 

c) \/3 

A ^ 3 4 

d) 5 X ‘? 

. . 2v5 

e ) cos 6 = - —• — 
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6. a) y/T\ 


b) B = arc cos 

y/42 

29 rr 

~~i2 e v Ts" 


9 a) 5 


b ><T’T> 


c) t (-7, 4) 


a) 17 


b) 3 ou -I 


2 (— - — -i-) 

1 9 ’ 9 ’ 6 ; 


13 u = a(l, 7, -4), a £ R 


14. t(-5, 1, 4), t # 0 


1 3 2 1115 1 4 

Vu ' ‘ n/h ’ vn vr \/r W ' n/32 ’ \/52 } } 


15 x — 4 


16 a) 8 = arc cos 


b) t + 1 urna das soluffies). 


17 { (l, -1 , -2), (1, 1,0), (-1. 1,-1) } £ uma delas. 


18 Uma solu^So £ (9, -8,6, 7), 


k =-t 


'y/S''y/S y/S^'y/S ' 
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21. a) 


22. v b =(3V2,V2) 

23. a) {(1, 0,0), (0, --§,-!=)} 

v5 V5 

b) ^ - -^= , 0), ^ ^ ~7= > ■' 

y/2 yj2 yfb \/6 yft 


24. Existem infinitas bases ortonormais. 


Uma delas: 


{ ( — L o - — ) ( — — — L _L | } 

VT ? y/3’V3 vTs’vTVvTrVrS Jl 


2S ' a) {( v7’VT’"V7’v? ),( VI3 , 'VT3-vT3’vT3 ) -' 


b) Uma delas: 


{ ( 1 . 2, - L , 1), (2, *1, 2, 2), {44, 4, 5.-47); 

26. a) S - { (x, y, z) E R 3 /x + y + z = 0 } 

51S 1 = { (x, y, z) €. JR 3 /x = y = z } 

27. = { (x. -2x, 3x)/x E IR ) 

S 2 = { (x, y, z) E R 3 /2x + y - z = Q ■ 

28. S 1 - {(-2z,0 T z)/zE R} 


Uma base: { (-2, 0, ])} 



CAPITULO 


► 



TRANSFORMAQOES 

LINEARES 


4.1 TRANSFORMAQOES LINEARES 

Neste capi'tulo estudaremos um tipo especial de fun 9a o (ou aplica^ao), onde 0 dominio e 
0 oontradominio sao espa^os vetoriais reals. Assim, tanto a variavel independents como a variavd 
dependente sao vetores, razao pela qual essas funfdes sao chamadas vetoriais. Estamos particular - 
mente interessados nas fun 96c s vetoriais lineares, que serao denominadas transforma^oes lineares. 

Para dizer que T 6 uma transforma^ao do espa^o vetorial V no espa90 vetorial W, escre- 
ve-se T:V — *W. Sendo T uma fun^ao, cada vetor v€ V tern um s6 vetor imagem wGW, 
que sera indicado por w - T (v). 

Vamos exemplificar, considerando V = R- e W=R 3 

Uma transform a^o T:R 2 * R 3 associa vetores v = (x, y) €. R J com vetores 

w = (x, y, z) e R 3 , Se a lei que define a transforma^ao T for 

T(x, y) = (3x, -2y, x - y) 

o diagrama da pagina seguinte apresenta ties vetores particulares v e suas correspondentes 
imagens w. 

Deve ficar bem claro que, para calcular, por exemplo, T (2, I), tenvse: x = 2 e y — l , 
e dai: 

T (2, 1) = (3 x 2, -2 x 1,2-1) = (6,-2, 1) 
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Algebra linear 



4.1.1 Definipao 

Sejam V e W espagos vetoriais. Uma aplica^ao T:V — >W £ chamada transformagdo 
linear de V em W se: 

1) T (u + v) = T (u) + T (v) 

II) T(au) = aT(u) 

para Vu, v £ V e Va £ IR. 

Observagao 

Uma transforma^ao linear de V em V (£ o caso de V - W) £ chamada operador 
linear sobre V. 

Exempios 

1) T; IR 3 ► IR 3 , T (x, y) = (3x, -2y, x - y) 4 linear. 

De fato: 

I) Sejam u = (x,,y,} e v = (x 2 ,y 2 ) vetores genericos de DR 2 . 

Entao : 


T(u + v) = T(x! + x 2l y t + y 2 ) 


Transformagoes linear e$ 
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T (u + v) = (3 (x i + x 2 ),-2(y t +y 2 ).(x, + x 2 )-(yj +y 3 )) 

'T (u + v) = (3x, + 3x 2 , -2yi - 2y 2 , x, + x 2 - y, - y 2 ) 

T(u + v) = (3x,,-2y,, x, - yi ) + (3x 2 , -2y 2 , x 2 - y 2 ) 

T (u + v) = T (u) + T (v) 

II) Para todo a G R e para qualquer u = (x, , y t ) E IR 2 , tem-se: 

T(ftu) =T(ax,,ayi) 

T(otu) ={3ax,, -2ayj, ax, -ay,) 

T(au) = a(3x 1 ,-2yi,x 1 -y,) 

T(au) = aT(u) 

2) T;R >R 

x i * 3x ou T (x) = 3x £ linear 

De fato: 

I) Sejam u = x, e v = x 2 vetores quaisquer de R (os vetores, nesse caso, sao 
numeros reais). Entao: 

T (u + v) = T (x, +x 2 ) 

T(u + v) = 3(x, + x 2 ) 

T(u+ v) = 3x, + 3 x 2 

T ( u + v) = T (u) + T (v) 

II) Para VaE IR, Vu = x, E R, tem-se : 


T (a u) = T (ax, ) 
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T(au) = 3otx t 
T(au) - atSxt ) 

T(au) = QfT(u) 

ObservaQao 

Essa transfotma^aa linear represents uma reta que passa pela origem (Figura 4. t.ia). 
facil ver que, se uma transforma^ao representar uma reta que nao passa pela origem, ela 
mo 6 Linear. For exemplo : 

T: R * IR, T (x) = 3x + 1 

nao £ linear, 

De fato : 

Se u*X| e v = x 2 sao vetores quaisquer de R, tem-se . 

T(u + v) = T(x, +x 2 ) 

T(u + v) = 3{xj + x 2 )+ 1 
T (u + v) = 3X| + 3x^ + ! ” (3xj + 1) + 3Xj 
T (u + v) # T (u) + T (v) - (3xj + 1 ) + (3 x 2 + 1 ) 

Seria bem mats facil consular neste exemplo que T nao e linear ; se conhecessemos a propnedade : 

"Em toda trantformagdo linear T:V — ► W, a imagem do vetor 0 £ V e o vetor 0£W, 
iito t T(O) = 0 ” 

Este fato deoorre da condi^ao (II) da defini^ao, para 0£ =0: i: 

T (0) = T (0 . v) = 0 . T (v) = 0 

Nos exemplos 1) e 2), de transforma^oes line ares, tivemos: 



T (0,0) = (0, 0,0) e T (0) = 0 
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Nesse ultimo exemplo, de transform a^ao nao-linear, verifica-se que : T (0) =£ 0, pois 
T(0) = 1. 

Assrm, tamWm nao e linear a transformapao 

T: R 3 * IR 2 , T(x, y, 2) = (3x + 2, 2y - z) 

pois T(0* 0,0) -(2.0) *(0,0). 

Insistindo: se T : V * W ^ linear, entaoT (0) = 0. No entanto, a reciproca dessa proprie- 

dade nao 4 verdadeira. pois existe transforma^ao com T (0) = 0 e T nao £ linear. E o caso da 
tramforma^ao 

T: R 2 * R 2 , T(x, y) = (x 2 , 3y> 

De fato ; 

Se u = (x t , y ! ) e v = <x 2 , y 2 ) s&o vetores quaisquer de R 2 , tem-se : 

T(u + v) = T(X| + x a .y, +y 2 ) = ((x, +x 2 ) 2 ,3<y, + y 2 )) = (xj +2x,x 2 + x 2 ,3yj + 3y 2 ) 
enquanto; 

T (u) + T(v) = (xf, 3y,) + {x|, 3y 2 ) = (xJ +xj, 3y, + 3y 2 ) 


isto € ; 


T(u + v)# T(u)+T(v) 


3) A transforma^o identidade 
I: V >V 

v i * v ou 1 (v) = v £ linear 

De fato : 

1) l(u + v) = u + v = l(ti) + I(v) 


II) I(au) - an = al (u) 
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4 ) 


5 ) 


A transforma^ao nula (ou zero) 

T: V * W 

v I * 0 ou T(v) = 0 £ linear 



De fato : 

I) T(u + v) = 0 = 0 + 0 = T(u) + T(v) 

II) T(ttu) = 0 = a x 0 = aTu 

A simetria em rela^ao k origem 0 (Figura 4.1.1b) no 1R 3 
T:R* ► IR 3 


v t- ► - v e linear 


De fato : 


I) T(u + v) = - (u + v) = - u - v = T (u) + T (v) 
II) T (ou) = -o u = a (-u) = aT (u) 
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6) A projegSo ortogonai do 1R 3 sobre o piano xy (Figura 4.1 ,1c) 

T: [R 3 - — — *• IR 3 


(x,y,z)l > (x, y,0) ou T (x, y,z) =(x, y, 0) 


£ linear (verificar!). 



v = (x, y, z) 


T{v) = (x, y, 0) 


Figura 4.1.1c 


7) A projegao no eixo dos x 

T: R 3 R 3 , T (x, y t z) = (x, 0, 0) 

£ linear (verificar!). 

8) Seja o espago vetorial V = P n dos polinomios de grau < n. A aplicagao derivada 
D:P n — “► Pn, Q ue leva P n em sua derivada f\ isto £, D(f)=f\ e linear. 

De fato: 

Pelas regras da derivagao, sabe-se que : 

D (f + g) “ D (f) + D(g) 
e 


D(af) = aD(f) 
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9) Sejam os espa<?os vetoriais V = P n e W = R A transform agao T: P n *• R definida 


■/ 


por T (u) = / udt (a, b £ R) r que a cada polinomio u€ V associa sua integral 

definida T(u)£ IR, 4 linear. 

De fato : 


Por meio de teoremas do Calculo, sabe-se que : 


T ( 


u + v ) (u + v) dt = udt + p vdt = T(u) + T(v) 


T(ou) = p (au)dt = or p udt - a T (u) 


10) Seja a matriz A = 




Essa matriz deter min a a transformagao , 


T a : IR 1 * IR 3 

v I * Av ou T a (v) = Av 


que 4 linear. 

De fato : 

T a (u + v) = A(u + v) = Au + Av = T a (u) + Ta(v) 

e 


Tja (ou) = A(ou) - a ( Au) = aT A (u) 
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Efetuando Av, onde v= (x.v)G K 2 e um vetor coluna de ordem 2 x1. resulta: 


1 2 


* ■* 


x + 2y 



X 



-2 3 


y 

= 

-2x + 3y 

0 4 




4y 

— — 1 


e, portanto, T A £ definida por: 
T A (x, y) = (x + 2y, -2x + 3y. 4y) 


Observances 

a) Uma matrix A(m x n) sempre determina uma transforma^ao linear 

T a : IR n ► 

onde a imagem T A (v) - Av e o produto da matrix A pelo vetor vE R n considerado como 

uma matrix de ordem n x 1. Uma transforma^ao linear desse tipo chama-se rmttiplicapdo 

por A. 

b) Em 4.4 veremos o inverso, istotf, que uma transformaijao linear T: IR n — * tR m sempre 
pode sex representada por uma matrix m x n. 

c) Para que possamos dar uma interpreta^So geometries do significado de uma transformagao 

linear, consideremos uma transforma^ffo linear no piano. Seja o operador linear T: > 

definido por: 

T(x, y) - (-3x + y f 2x + 3y) 

e consideremos os vetores u =(-.!, 1) e v = (0, l). Portanto, T(u)“ (4, 1) e T(v) = (l, 3). 

A Figura 4.1. Id mostra que sendo u + v a diagonal do paralelogramo determinado por 

u e v, sua imagem T(u + v) representa a diagonal do paralelogramo determinado par T(u) 
e T(v), istotf, T(u + v) = T(u) + T(v). 

Diz-se, nesse caso, que T preserva a adi^ao de vetores. 
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yk 



Fjguia 4.1. Id 


A Figura 4. Lie mostra que, ao multipUcarmos o vetor u por 2, sua imagem T(u) fica 
tambem multipiicada por 2. E esse fato vale para qualquer a real, isto e, T(av) = aT(v). 
Diz-se, nesse caso, que T preserva a multipiica$ao por um escalar. 



Figuia 4.1. le 


4.1.2 Propriedade 

Se T: V *■ W for uma transforma^ao linear, entao 

T(aj V] + a 2 v 2 ) = a ] T(v 1 ) + a 5 T(v 2 ) 
para Vv l5 v 2 G V e Vai, a a £ R 
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De forma analoga, tem-se : 


T(ai Vi + a 3 v 2 + ... + * 4 ,^) = a,T(v,) + a 3 T(v 2 ) + ... + a n T<v n ) (1) 

para Vvj £ V e Va ( e F, i = i, 2, ..., n, isto 6, a imagem de uma combina^o linear de vetores 
6 uma combina^ao linear das imagens desses vetores, com os mesmos coeficientes. 

Suponhamos agora que {vj , v 3 , , v n } seja uma base do dominio V e que se saiba quais sao 

as imagens T(v j ), T(v 2 ), , T(v n ) dos vetores desta base : 

sempre 6 posslvel obter a imagem T(v) de qualquer v € V, pois sendo v uma combina^o 
linear dos vetores da base , isto 6 : 


v = ajv, + a 2 v 3 + ... + a n v n 


e, pela rela^ao acima, vem : 

T(v) = a l T(v 1 ) + a 3 T(v a ) + ... + a n T(v n ) 

Assim, uma transforma^ao linear T; V — > W fica completamente detinida quando se 
conhecem as imagens dos vetores de uma base de V . 

O exemplo a seguir e os problemas resolvidos 8 e 9 sao aplica<joes es clare oedoras desta 
propriedade . 


Exemplo 

Seja T: R 3 ► IR 2 uma transformasSo linear e B“{v 1 ,v 2l v 3 } uma base do 

IR 3 , sendo Vj =(0,1,0), v 2 *(1,0,1) e v 3 = (1,1,0). Determinar T(5, 3, -2), sabendo 
que T(vt) = (1, -2), T(v a ) = (3, 1) e T(v a )-(0,2). 


SoIuqSo 

Expressemos v = (5, 3, -2) como combina?ao linear dos vetores da base : 


(5, 3, -2) = a,(0, 1,0) + 1,(1, 0, 1) + a,(I, 1, 0) 
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ou; 

r 

^2 ^3 “ 5 

ai + a s “ 3 

^2 ” *2 

L 

sistema cuja solu^ao e : 

a, = -4, a 2 = -2 e a 3 = 7 
Entao : 

(5, 3, -2) = -4v, - 2v 3 + 7v 3 

logo: 

T <5, 3, -2) = -4T (v t ) - 2T (v* ) + 7T (v 3 ) 

T(5, 3, -2) = -4(1, -2) - 2(3, 1) + 7(0, 2) 

T(5, 3, -2) = (-10, 20) 

4.1.3 Problemas Resolvidos 

Nos exercicios 1 a 4 s£o dadas transform a?<5es. Verificai quais delas sao lineares 
1) T: IR 2 - — — ► IR 3 , T(x, y) = (x - y. 2x + y, 0) 

Sotu^ao 

I) Para quaisquer vetores u = (x, , y t ) e v = (x 2 . y 2 ) de K 3 , tem-se: 

T(u + v) = T (xj + x 2 , y, + y 2 ) 


T(u + v) = ((x, +x 2 )-(y, +yj), 2(x, +x 2 ) + (y, +y 2 ),0) 
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T (u + v) = (x t + x 2 - y, - y 2 , 2x, + 2x 2 + y, + y 2 , 0) 

T(u + v) = (x, - y,, 2x, +yi t 0) + {Xi - y 2 ,2x 2 + y 2 ,0) 

T{u + v) =T(u) + T(v) 

II) T(ttu) = T(ax l ,ay 1 ) 

T (au) = (axi - ce y i , 2otX| + ay, , 0) 

T(au) = a(x, - y, , 2x, + y (! 0) 

T (oru) = aT (u) 

Logo, T 6 linear. 

2) T: IR‘ -*■ IR 2 , T(x.y) =(x+ 2, y+ 3) 

SolugSo 

Sabe-se que em toda transt'orma^ao linear T: V *W deve-se ter T(0) = 0. Como 

T (0, 0) = (2, 3) ¥= (0, 0), T nao 6 uma transforma^ao linear. 

Essa aplica^ao T £ urn exemplo de translagao no piano. 

31 T: U 2 * IR, T(x, y ) = | x | 

So iucdo 

Sejam u = (X) , y, ) e v = (x 2> y 2 ) vetores quaisquer de IR 2 
T<u + v)=T(x 1 +x 2 .y, + y 2 ) = I x, + x* I e 
T(u) + T(v)-lx, I + I x 2 I 

Como, em gerai. u, + x 2 1 * I x 2 1 + 1 x 2 k eonclui-se que T n5o e linear. 
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4) H: V * V, H(v)= Xv, XG IR, Xfixado. 

SoiuQao 

Se u, vG V: 

I) H(u + v) = X(u + v) = Xu + Xv = H(u) + H(v) 

II) H(t*u) = X(au) = a (Xu) = ocH(u) 

Logo, H ^ urn opera dor linear em V. Esse operador chama-se homotetia de V determinada 
peloescalar X. 

Osexemplos2, 3 e 5 do item 4.1.1 sao casos particulares de homotetia em que X= 3, 
X=1 e X = -1, respectivamente. 

5) Seja o espa^o vetorial V = M(n, n) e B uma matriz fixa em V. 

Seja a aplica?ao T:V * V definida por T(A) = AB + BA, com A G V. 

Mostrar que T e linear. 


Soiufao 

I) Para quaisquer Aj.A^G V: 

T(Aj + A 2 ) = (A! + A 2 ) B + B(A] + Aj) 

T ( Aj + A 2 ) = A j B +■ A 2 B + BAj BA^ 

T (A) + A 2 ) = (AiB+ BA l ) + (A 2 B+ BA 2 ) 

T (A, + Aj) = T (A, ) + T (A 3 ) 

II) T(aA,) = (aA t )B + B(aA 1 ) = a(A 1 B) + a(BA,) 
T(aA t )=<*(A,B + BA t ) 


T (aA!) = orT(A 1 ) 
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6) Seja T:V * W linear. Mostrar que: 

a) T(-v) = -T(v) 

b) T(u - v) = T (u) - T(v) 

Solugao 

a) T (-v) = T ((- 1) v) = - IT {v) = -T (v) 

b) T(u - v) = T(u + (-1) v) = T(u) + (-l)T(v) = T(u) - T(v) 

7) Consideremos o operador linear T: R 3 — — + R 3 definido por 
T(x, y t z) = (x + 2y + 2z, x + 2y - z, -x + y + 4z). 

a) Determinar o vet or u£ R 3 tai que T(u) ={-l, 8, -11). 

b) DeterminaT o vetor vE IR 3 tal que T(v) = v. 

Soiugao 

a) Sendo T(u) =(-l, 8, -1 1), ou seja: 

(x + 2y + 2z, x + 2y - z, -x + y + 4z) = (-1, 8. -1 1), 

vem: 

w 

x + 2y + 2z = - 1 
x + 2y - z= 8 
-x + y + 4z = -t 1 

sistema cuja solugSo £ x=l, y = 2 e z = -3. 


Logo: u =(I, 2, -3) 


166 


Algebra linear 


b) Seja v =(x, y, z), Entao, T(v) - v ou T (x, y, z) = (x, y, z) on, ainda: 
(x + 2y + 2z, x + 2y - z, -x + y + 4z) = (x, y. 2 ) 
donde: 


x + 2y + 2z = x 
< x + 2y - z — y 
-x + y + 4z = z 

0 sistema e indeterminado e sua solu^ao e: x = 2z e y = -z. 

Assim, existent infir itos vetores v e R 3 tais que 

T (v) = v e todos da forma 

v = (2z, -z, z) 

ou: 

v = z(2, -1, 1), Vze K 

8) Sabendo que T: R 2 — — R 3 e uma transforma$ao linear e que 
T{1, -1) = (3, 2, -2) e T{-1, 2) = (1, -1, 3), 
deierminar T (x, y). 


So/ucao 

Observando, iniciaimente, que {(1, -1), (-1, 2)} £ uma base de R 2 , apiiquemos a 
propriedade 4.1.2 expressando o vetor (x, y)€ R 2 coma combina^ao linear dos vetores 
dessa base: 


(x, y) = a(l. -1) + b(-l, 2) 
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ou: 

a - b * x 

-a + 2b - y 

sistema do qual vem: 

a = 2x + y e b = x + y 
Portanto: 

T(x, y) = aT(l, -1) + bT(-l, 2) 

T (x, y) = (2x + y) (3, 2, -2) + (x + y) (1, -1, 3) 

T (x, y) = (6x + 3y f 4x + 2y, -4x - 2y) + (x + y, -x - y, 3x + 3y) 

T (x, y) = (7x + 4y, 3x + y, -x + y) 

9) Um operador linear T; JR 2 *■ IR J 6 tal que: 

T(l, 0) = (3, -2) e T (0, 0=(1. 4) 

Determinar T(x, y). 

Soiucao 

Observemos que {(1, 0), (0, I)} e a base canomca de K 2 
Um vetor (x, y) e 1R 2 € tal que ; 

(x, y) ~ x(l, 0) + y(0, 1) 

e. portanto; 

T(x, y) = xT(l, 0)+ yT(0, l) 

T (x, y) = x(3, -2) + y(l,4) 


T(x. y) = (3x + y, -2x + 4y) 
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4.2 ISlOCLEO DE UMA TRANSFORMAgAO LINEAR 

Definiqaa 

Chama-se nucleo de uma transforma^So linear T: V *W ao conjunto de todos 

os vetores vG V que sao transformados errs 0 G W. Indica-se esse conjunto por N(T) ou 
ker(T): 

N(T)= {vG V/T (v)= 0} 


Observemos que N (T) C V e 
T (0) = 0, 

Exemplos 

1) 0 nucleo da transtbrma^So linear 

T: IR 3 » IR 2 , T (x, y) = <x + y, 2x - y) 

^ o conjunto: 

N (T) = { (x, y) G IR 3 /T(x, y) = (0, 0) } 
o que implica: 

(x + y, 2x - y) - ( 0 , 0 ) 



N(T)^0 ) pois 0G N(T), tendo em vista que 


ou: 

x + y = 0 
2x - y = 0 
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sistema cuja solu^Jo e : 
x =0 e y = 0 

logo: 

N (T) = { (0, 0)} 

2) Seja T: IR 3 — — * H? ' a transforma^ao linear dada por : 
T (x, y, z) * (x - y + 4z, 3x + y + 8z) 

Nesse caso, temos: 

N(T)= { (x, y, z) € IR 3 /T (x, y , z) = (0, 0) } 
isto d, um vetOT (x, y, z) € N (T) se, e somente se: 

(x - y + 4z, 3x + y + 8z) (0, 0) 
on: 

x - y + 4z = 0 
3x + y + 8z = 0 

sistema homogeneo de soiu^ao x = -3z e y = z. 

Logo: 

N(T) ” { (-3z p z, z)/ze R} 

ou: 

N(T)-{z(-3, 1, l)/z€ R} 
ou, ainda: 


N(T)* K-3, 1.0] 


/ 70 Algebra linear 


Observemos que esse conjumo representa uma reta no R 5 que passa pela origem e taJ 
que todos os seus pontos tem por imagem a origem do R 2 (Figura 4.2). 




Fjgura 4.2 


4.2.1 Propriedades do NCicleo 

1) O nucleo de uma transform a$ao linear T: V »W e um subespafo vetoriaJ de V. 

De fato : 

Sejam Vj e v 2 vetores pertencentes ao N(T) e a um numero real qualquer. Entao, 
T(Vj) = 0 e T(v 2 ) = 0. Assim: 

I) T(v, + v 2 ) = T(v t ) + T(v 2 ) = 0 + 0 = 0 


isto e ; 


v t + v 2 e N(T) 

II) T (qv, ) = «T (v, ) - aO = Q 


isto £ : 


av, € N(T) 
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2) Uma transforma^ao lineal T: V — — ►W i injetora se, e somente se, N(T) - {0}. 

Lembremos que uma aplica^io T: V ►W i injetora se Vvj , v 2 € V, T(vj) = T(v a ) 

implica v t = v 5 ou, de modo equivalence , se Vv 1} v a G V, Vj # v 2 implica T(vj) =£ T(v 2 ). 

A demonstrate ao dessa propriedade tern duas partes : 

a) Vamos mostrar que se T £ injetora, entao N(T> = {0} . 

De fato: 

Seja vG N(T), isto 6, T(v) = 0. Por outro iado, sabe*se que T (0) = 0. Logo, 
T(v) = T (0). Como T € injetora por hipotese, v = 0. Portanto, o vetor zero £ o unico etemento 
do nucleo, isto e, N(T) = { 0 } . 

b) Vamos mostrar que se N (T) = { 0 } , entao T ^ injetora. 

De fato : 


Sejam Vj,v 2 G V tais que T(v,)-T(v a ). Entao, T(vj) - T(v 2 ) = 0 ou T(v 1 -v 2 ) = 0 
e, portanto, v t - y 2 G N(T). Mas, por hipdtese, o unico elemento do nticleo e o vetor 0, e, 
portanto, v t -vj=0, isto e. V!=v 2 . Como T(v,) = T(v 2 ) implica v,=v 2 , T 4 injetora. 


4.3 IMAGEM 

DefinipSo 

Chama-se imagem de uma transformagao linear T: V ►W ao conjunto dos vetores 

w G W que $2o imagens de pelo menos um vetor v G V. lndica*se esse conjunto por Im(T) 
ou T(V): 

Im(T) = { w G W/T(v) = w para algum vG V} 

A F'igura 4.3 esclarece a definitjao. 

Observemos que Im(T) C W e lm(T) =£ 0, pois 0 = T (0) G Jm(T), Se Im(T) = W, 
T diz-se sobrejetora , isto 6, para todo w G W existe pelo menos um v G V tal que T(v) = w. 
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Figura 4 J 


Exempios 

1) Seja T: IR 1 * 1R"\ T(x, y, z) - (x, y, 0} a proje^ao ortogonal do K 1 sobre o piano 
xy, A imagem de T e o proprio piano xy: 

Im(T) - {(x, y, 0) € IR 3 /x, y e K } 



Observemos que o nucleo de T £ o eixo dos z: 
N(T) * { (0, 0,z)/z6 IR} 


pois T(0, 0, z) = (0, 0, 0) para todo z€E IR, 
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2) A imagem da transform a^ao linear identidade I: V * V definida por I(v) = v, 

Vve V, 4 todo espa$o V, O nucleo, neste caso, 4 N ( I) = { 0} . 


3) A imagem da transforma^So nula T: V ► W definida por T(v) = 0, Vv e V, e' o 

conjunto im(T) = { 0 } . O nucleo, nesse caso, e todo o espa^o V, 


4.3.1 Propriedade da Imagem 

“A imagem de uma transform a$So T: V * W 4 um subespa^o de W.” 

De fato: 

Sejam w, e w 2 vetores pertencentes a Lm(T) e ce um numero real qualquer. Devemos 
mostrar que w, + w 2 E lm(T) e aw, e lm{T), isto e, devemos mostrar que existem vetores 
v e u pertencentes a V tais que T(v) = w, + w 2 e T(u) = otw,. 

Como Wj f w 2 G lm(T), existem vetores v,,v 2 e V tais que T{v l )=w 1 e T(v 2 )=w 2 . 
Fazendo v = v, +v 2 e u=av, , tem-se: 

T(v) = T(v l + v 2 ) = T(v,) + T(v 2 ) = w, +w 2 


e: 


T(u) = T(avj) = aT(v, ) = aw, 
e, portanto, lm(T) 4 um subespa$o vetorial de W. 


4.3.2. Teorema da Dimensao 

“Seja V um espa^o de dimensao finita e T: V *■ W uma transformagao linear. Entao, 

dim N(T) + dim Im(T) = dim V,” 

Deixaremos de demonstrar o teorema e faremos algumas comprova^oes por meio dos exe tu- 
ples e de problemas resol vid os logo a seguir. 

No exemplo 1 de 4.3, o nucleo (eixo dos z) da projefao ortogonal T tem dimensao 1 e a 
imagem (piano xy) tem dimensao 2, enquanto o dominio R 3 tem dimensao 3. 
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No exemplo 2 da transforma^So identidade, temos dim N(T) = 0. Conseqiientemente, 
dim Im(T) - dim V pois Im(T) = V. 

No exemplo 3 da transform a$ao nula, temos dim Im(T) = 0. Portanto, dim N(T) - dim V, 
pois N(T) = V. 

4.3.3 Problemas Resolvidos 

10) Determiner o nucleo e a imagem do operador linear 

T: 1R J *■ R 3 , T(x, y, z) = (x + 2y ~ z, y + 2z, x + 3y + z> 

Soiucao 

a) N(T)= {<x. y.z)e IR 3 /T (x, y, z) = (0, 0, 0)} 

De: 

(x + 2y - z, y + 2z, x + 3y + z) = (0, 0, 0) 
vem o sistema: 

x + 2y - z = 0 
y + 2z = 0 
x + 3y + z = 0 

cuja soIu£ao geral e (5z, -2z, z), z G IR. 

Logo; 

N(T)= {(5z,-2z,z)/z<= IR} = {z<5,-2, l)/zG IR} = [(5,-2, 1)] 

b) Im(T) = { (a, b, c) G IR 3 /T(x, y, z) = (a, b, c) } , isto e, {a,b,c)e lm(T) se existe 
tx, y, z)£ IR 3 tal que: 


(x + 2y - z, y + 2z, x + 3y + z) = (a. b, c) 
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e o sistema: 

x + 2y - z = a 
< 1 y + 2z = b 

x + 3y + z = c 

somente tera solu^ao se a + b - c = 0. 

Logo: 

lm(T) = {(a, b, c)e [R 3 /a + b-c = 0} 

Notemos que: 

dim N(T) + dim lm(T) = 1 +2 = 3, que e a dimensao do dominio IR 3 

Observ&eSo 

0 vet or imagem T(x, y, z) pode ser expresso da seguinte forma: 

(x + 2y - z, y + 2z, x + 3y + z) = (x, 0. x) + (2y, y, 3y) + (-z, 2z, z> 
ou: 

(x + 2y - z, y + 2z, x + 3y + z) = x(l, 0, 1) + y(2, 1,3) + z(-l, 2, 1) 

Logo, qualquer vetor do conjunto imagem 6 combinafao linear dos vetores (1, 0, 1), (2, 1, 3) 
e (-1, 2, 1 ) e, portanto 

lm(T)= [(1,0, i),(2, 1,3), (-1,2, 1)| 

Observando que: 


T<1. 0.0) =(1.0, l),m K0) =(2. 1.3) e T(0, 0. ]) = (-!, 2, I) 
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conclude que : 

Im(T) = [T(l,O t 0), T (0, 1, 0),T{0, 0, 1)] 

isto e, a imagem dessa transform a 9 ao e o subespa^o gerado pelas imagens dos ve tores da base 
canonica do dominio IR 3 . 

Este fato vale de modo geraJ: “Se T: V *■ W 4 linear e {v 1} v n } gera V, entdo 

{ T(v, ) f T(v n ) } gera a Im(T)’\ 

De fato : 

Seja wE Im(T). Entao, T(v) = w para algum vG V. Como {v h v n } gera V, 
exist em escalares ai , a n tais que: 

v = a,v, + ... + a n v n 


e: 


w = T( v) = T (3} Vj + ... +a n v n ) = a t T {>!) + „, + a n T(v n ) 


Portanto: 


Im(T) = [T (vj ), T(v n )] 


(4.3.3) 


11) Seja T: IR 3 *■ IR 2 a transformable linear tal que T(e 1 ) = (l,2), T(e 2 ) = (0, 1) e 

T(e 3 ) = (- 1 , 3), sendo { ej , e 2 , e 3 } a base canonica de R? 

a) Determinar o N(T) e uma de suas bases. T € injetora? 

b) Determinar a lm(T) e uma de suas bases. T e sobrejetora? 


Soiugao 

Lembremos que 


(x, y, 2 ) - xej + ye 2 + ze 3 
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implies : 

T (x, y, z) = xT(e 1 ) + yT(e 2 ) + 2 T(e 3 ) 
e: 

T (x, y, z) = x(l, 2) + y(0, l) + z(-l.3) 
ou: 

T (x, y, z) = (x - z. 2x + y + 3z) 
f6rmula que define T. 

a) N(T) = { (x, y, z) G 1R 5 /(x * z, 2x + y + 3z) = (0, 0) } 

O sistema: 

x - z = 0 

2x + y + 3z = 0 

admite a $olu$So geial (z, '52, z), z G IR. 

Logo: 

N(T) = { (z, -5z, z)/z G R} 

A unica variavel livre $ z. Portanto, dim N(T) - 1. 

Fazendo z= 1, obtem-se (1,-5, 1) e (0,-5, 1)} £ uma base do N(T). Ainda: T nao 
€ injetora, pois N(T) =£ { (0, 0, 0)}. 

b) Pela igualdade (4.3.3) vem: 

NT)=[Ta0, 0), T (0, 1 , 0), T (0, 0, 1)] 

ou: 


Im(T)= [(1.2),(0. IV (-1,3)1 
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Considerando o Teorema da DimensSo, vem: 
dim Im(T) = dim R 3 - dim N(T) = 3-1=2. 

Logo, lm(T) = R 2 e qualquer base de R 2 i base de lm(T). Umadeias£ {(1,2), (0, 1)}. 
Ainda: T e sobrejetora, pois Im(T) = R 2 que e o contradominio. 

12) Verificar se o vetor (5, 3) pertence ao conjunto Im(T), sendo 

T : R 2 *■ R 2 , T (x, y) = (x - 2y, 2x + 3y) 

Solu<^§o 

Devemos verificar se existe (x, y) 6 JR 2 tal que : 

T (x, y) = (x - 2y, 2x + 3y) = (5, 3) 
isto e, precisamos verificar se o sistema; 

x - 2y = 5 
2x + 3y = 3 

tem solu^So. Como a soluqSo do sistema £ x = 3 e y = I, conclui-se que (5, 3)6 lm{T). 

13) Determinar uma transforma^ao. linear T: R 3 *• IR 4 

tal que N(T) = { (x, y, z) 6 R 3 /z = x - y } 


Sofupao 


0 problema sera resolvido cam a utilizasao da propriedade 4.1.2. Fazendo, poi exemplo, 

x = l, y = 0 e x - 0, y = 1, o conjunto {(1,0, 1), (0, 1,-1)} e uma base do nucleo e, com o acr^s- 
cimo do vetor (0, 0, l),o conjunto {(1,0, 1), (0, 1,-1), (0,0, 1)} forma uma base do 1R 3 (verificar!). 
Como (1 . 0, 1) e (0, 1 , - 1 ) sao vetores do nucleo, T(1 , 0, 1) = (0, 0, 0, 0) e T(0, 1 , -1 ) = (0, 0, 0, 0). 
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F alamos arbitrariamente, T(0, 0, 1) = (1, 0, -1, 0), Pela propriedade 4.1.2, a tiansforma^ao esti 
definida, ou seja, T tem a condii;ao requerida. Pretendemos calcular T(x, y, z). Comecemos 
escrevendo (x, y, z) na base considerada de F 3 . Tendo em vista que 


(x, y, z) = x(I,0, 1) + y(0, 1, -1) + (-x + y + z)(0, 0, 1) 

vem: 

I (x, y, z) = xT(l, 0, l) + y(0, 1, -1) + (-x + y + z) T{0, 0, 1) 

T(x> y, z) = x(0, 0, 0, 0) + y (0; 0, 0, 0) + <-x + y + z)(l, 0 t -1,0) 

T(x, y, z) = (-X + y + z, 0, x - y - z, 0) 

Esse problema ad mite infinitas solutes 
Do Teorema da DimensSo (4.3.2): 

dim N(T) + dim lm(T) = dim V 
seguem algumas conclusQes importantes. 

4.3.4. Corolarios 

Seja T: V * W uma transforma^ao linear. 

1 ) Se dim V = dim W, entao T 6 injetora se, e somente se, e sobrejetora. 
De fato : 

T £ injetora =» N(T) = { 0 } (propriedade 2 de 4.2. 1) 

^ 0 + dim lm(T) = dim V (Teorema da Dimensflo) 

=> dim lm(T) = dim W (hip6tese) 

=> [m(T)=W 


T e sobrejetora 
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Reciprocamente : 


T e sobrejetora 


* Im(T) = W 

=> dim im(T) = dim W 

^ dim [m(T) = dim V (hipotese) 

=* dim N(T) =0 (Teorema da Dimensao) 
- N(T) = {0} 

=* T £ injetora (propriedade 2 de 4,2,1) 


Assim, numa transforma^ao linear na qual dim V - dim W, se T 6 injetora (ou sobre- 
jetora), entao T e tambem bijet ora (injetora e sobrejetora ao mesmo tempo). 


2) Se dim V - dim W e T e injetora, entao T transforma base em base, isto se 
B ** { v lf v n } € base de V, entSo T(B)= {T(v t ), T(v n )} e base de W. 


De fato : 

Como dim V = dim W = n, basta mostrar que T(B) 6 LI. Para tanto, consideremos a 
jgnaidade : 


aiT(Vi) + ... + a n T(vJ =0 
ou, pela linearidade de T : 

TCajVj + ... + a n v n ) =0 
Como T e injetora, vem: 
a lVl + ... + a n v n = 0 

Sendo B uma base, B £ LI e, portanto; 
aj = ... = a n = 0 


Logo, T(B) & uma base de W. 
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4.3,5 Isomorfismo 

Chama-se isomorfismo do espa^o vetorial V no espa$o veto rial W a uma transformagao 

linear T; V ► W. que e bijetora. Nesse caso, os espa^os vetoriais V e W sao ditos iso- 

morfos. No Capitulo 2 fizemos referenda a espa^os vetoriais isomorfos e ressaltamos que todo 
espa?o vetorial V de dimensao n £ isomorfo a IR n . Assim, dois espasos vetoriais de dimensao 
finita sao isomorfos se tiverem a mesma dimensao. 

Veremos mais adiante que a todo isomorfismo T : V *■ W corresponde urn isomorfismo 

inverso T _1 : W > V, que tambdm d linear. 


Exempios 

1) O operador linear 

T:R 2 — *R\ T (x, y) = (2x + y, 3x + 2y) 

d um isomorfismo no R 2 . Como dim V = dim W = 2, basta mostrar que T e injetora 
(Corol^rio 1 de 4.3.4), De fato: N (T) = {(0,0)} , o que implica T ser injetora. 


2) A transformable linear 

T; P, * R 3 , T(at 2 + bt + c) - (a, a + b, b - c) 

£ tamWm um isomorfismo (verificar!). 

3) O espa^o vetorial R ; e isomorfo ao subespa^o W = {(x, y,z)E R 3 /z = 0] do R 3 (W 
representa o piano xy de R 1 ), 

De fato, a aplicabao linear T: R 2 ► W. tal que T (x, y) = (x, y, 0), e bijetora: a 

cada vetor (x, y) de 1R 2 corresponde um so vetor (x, y, 0) de W e, reciprocamente. 
Logo, R 2 e W sio isomorfos. 


4.4 MATR1Z DE UMA TRANSFORMAQAO LINEAR 

Sejam T: V — * W uma transformabao linear, A uma base de V e B uma base de W. 
Sent prejutzo da generalizabiio, consideremos o caso em que dim V = 2 e dim W = 3. 
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Sejam A - { v 2 , v 2 } e B = {w ll w 2 ,w 3 } bases de V e W, respectivamente. 

Um vetor V pode ser expresso por : 

V = XjV, + x 2 v 3 ou v A = (x, ,Xj) 

e a imagem T (v) por 

T(v) = y, w, +y 2 w 3 + y 3 w 3 (]) 

ou; 

T(v) b =<yi,y 2 ,y 3 ) 

Por outro lado: 

T (v) = T{x, v, + x 3 v 3 ) = x, T{v t )+ * iT(v 2 ) (2) 

Sendo T(v t ) e T(v 3 ) veto res de W, eles sao combi na^des lineares dos vetores de B: 
T(vi)= anw, + a 2 i w 2 + a 3 , w 3 ( 3 ) 

T(v } ) = a| 3 w, tajjWjtajjWj (4) 

Substituindo esses vetores em (2), vein: 

T(v) = x,{a M w, + a 2 , w 2 + a 3l w 3 ) + x 2 (a l2 w, + a 22 w 2 + a 33 w 3 ) 
ou: 

T(v)=(a 1 iX 1 +a 12 x 2 )w 1 + (a 2) Xi + a 23 x 2 )w 3 + (a 3 ix, + a 32 x 3 )w 3 
Comparando essa iguaJdade com (I), concJui-se 
y i = aux, + a u x 2 
y 2 = a 21 x, + a 22 x 2 

Va = + a 32 x 2 
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ou, na forma matricial: 


yi 


a n 

a I2 

y 2 


a 21 

a 22 

ys 


a 3t 

a 32 


ou, simbolicamente: 

[T(v)] B = m^ w A 

sendo a matriz [T] t, denominada matriz de T em relagSo as bases A e B. 

D 


Observagoes 


1) A matriz [T] * e de ordem 3x2 quando dim V - 2 e dim W = 3. 

D 

2) As colunas da matriz [T] ^ s£o as componentes das unagens dos vetores da base A em 
rela^io a base B, conforme se pode ver em (3) e (4); 


an an 

an b 2 2 

^31 a 32 

t t 

T(vi)g T(v 2 )g 


De urn modo geral, para T:V — * W linear, se dim V = n e dim W = m, A = {vj ,v 2t v } 

A ^ 

e B - { W| , w 3 , .... w m } sao bases de V e W, respectivamente, teremos que [T] 6 uma matriz 
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de ordem m x n, onde cada coiuna t formada pelas componentes das imagens dos vetarcs de 
A em relagao a base B: 




a 12 ■ • 

■ a in 

a*i 

a ia . . 

* a 2n 

a mi 

a in 2 . , 

. a mn 

t 

t 

t 

T(vO B 

T(v 2 ) B 

T(v n ) B 


3) Como se ve, a matrix [T] depende das bases A e B consideradas, isto i , a cada dupla 
de bases corresponde uma particular matriz. Assim, uma transforma^ao linear poderi ter uma 
infinidade de matrizes para representA-la. No entanto, fixadas as bases, a matriz e unica. 


4.4.1 Problemas Resolvtdos 

14) Seja T:R 3 ™*'R i , T (x, y, z) = (2x - y + z, 3x + y - 2z), linear. 

Consideremos as bases A = { Vi , v 3 , v 3 } , com v, =(1,1,1), v 3 =(0, 1, I), 
v 3 = (0,0,1) t B s {w h Wj}, sendo Wj =(2, i) e w 3 = (5, 3). 

a) Determinar [T]^. 

D 

b) Se v = (3,-4, 2) (coordenadas em rela^ao a base canonica do IR 1 ), calcular T (v) R 
utilizando a matriz encontrada. 


Soiu$$o 


a) A matriz 

i de ordem 

2x3; 


a n 

aj 2 


[< = 





a 21 

a 3 2 

a 2S 


f 

t 

t 


t (vi) b T(v 3 ) b T(v 3 ) b 


Trans forma foes tineares 


185 


T(v ] ) = T(l,l,l) = {2, 2)= aiI (2, l) + ail (5,3) 


2aji + ^ a 2 i ~ 2 a 1 1 - -4 

an + 3a 21 ~2 a 2l = 2 


T(vj) = T(0, l , 1) = (0, 4) = a 12 {2, 1) + a aj (5 . 3) 


2a 12 + 5a 22 — 0 an = 5 

a i 2 + 3a 32 = -1 a 22 = - 2 


T(v a ) = T(0, 0, 1) = (1 ( '2) = a 13 (2, 1) + a 23 (5, 3) 


2a i3 + 5a 2 3 - 1 


a, a = 13 


a ]3 5- 3a 23 — —2 


a in - 


-5 


Logo: 

|T] A = 

* J B 

b) Sabe-se que: 

[T(v)] b =[T]*(v] a 

Como v esttf expresso com componentes na base canonica, isto t, 
v = (3, -4. 2) = 3(1. 0,0) -4(0, 1.0) +2(0, 0.1). 

■ 

teremos que, primeiramente, expressd-lo na base A. Seja - (a, b, c). isto €: 
(3,-4. 2) = a(l , 1 , l) + b(0, 1 . 1) + c (0, 0, 1) 


-4 5 13 

2 -2 -5 
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ou: 


a =3 

a + b = -4 
a +b + c =2, 


sistema euja solu^ao € a = 3, b = -7 e c = 6, ou seja, v = (3. -7, 6). 

r\ 

Portanto; 



-4 5 13 



II 

1X3 

tL 



-7 , 


2 -2 -5 


1 


[T(v)] b 


31 

-10 


0 vetor coordenada de T (v) na base canonica € : 

T (v) = 3 1 (2, 1)- 10(5,3) 

T(v) = (12, 1) 

Naturalmente T(v)=(12, 1) tambdm seria obtido por meio da lei que define a trans* 
forma^ao T, considerando v = (3, -4, 2), como se pode ver nos problemas 1 5 e 16, 

1 5) Consideremos a mesma transform a$ao linear do exerricio anterior. Sejam as bases 
I A = {(1, 1> 1),(0> 1, 1),(0, 0, 1)} (a mesma)e B = {(1,0), (0, 1 )} canonica. 

A 

a) Determinar [T] . 

6 

b) Se v = (3, -4, 2), calcular T(v) fi utilizando a matriz encontiada. 
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Sotu^ao 

a) T(1 , 1, 0 - (2, 2) ■ 2(1,0) + 2(0, 1) 
T(0, 1,1) = (0,-1)“ 0(1,0) -1(0, 1) 
T (0, 0,l) = (l,-2)-l(l,0)-2(0,l) 

Entio: 


[T] 


A 

B 


2 

2 


“i 

0 1 1 
-1 -2 


b) Como v A - (3, -7, 6), temos: 


[T(v)] b = 


2 

2 


0 1 
-1 -2 


3 

-7 

6 


e: 


rr<v)] B 


12 

1 


16) Seja ainda a mesma transforma^ao linear do exercfcio anterior. Sejam as bases canonicas 
do 1R 3 e IR Z ; 

A = {(l t 0,0),(0 ,1.0), (0,0, 1» e B= {(1,0), (0,1)} 

a) Determinar [T] A . 

B 

b) Se v = (3, -4, 2), calcular T (v) B utilizando a matriz encontrada. 
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SoUjqSo 

a) T(1*0, 0) = (2, 3) = 2(1,0) + 3(0, 1) 
T(0, 1 , 0 ) = (-1 , 1 ) = -1 ( 1 , 0 ) + 1 (0, 1 ) 
T (0, 0, 1) = (1,-2) = 1 (1, 0) -2(0, 1) 

Entao: 

*1 1 

1 -2 



b) Como v a = (3,-4, 2), pais A 


£ base canon ica. temos: 



[T(v)] b = 



-i 1 

1 -2 


e; 



-4 


2 

J 


[T(v)1 b = 


12 



Observances 

1) No caso de serem A e B bases canonicas, represenia-se a matriz simplesmente por 
[TJ , que 6 chamada matriz canonica de T. Entao, tem-se: 

[T (v)j = [T] [v] 


A matriz do problems 1 6 d a matriz canonic it de T. 
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2) ObseTvemos, pelo problema 16, que calcular T(v) pela matri 2 [TJ d o mesmo que 
faze-lo pela formula que define a T: 

T (3. -4. 2) = (2 (3) - 1 ( -4) + I (2), 3 (3) + I (-4) - 2 (2)) -(12,1) 

3) Ficou claro que, dada uma transformable linear T, a cada dupla de bases A e B cor- 
responde uma matriz |T] A . Reciprocamente, dadas a matri 2 e uma dupla de bases A e B, 
podemos encontrar a lei que define T. o que ser4 feito no problema 17. 

Em se tratando da matriz eanonica, essa podera ser escrita diretamente, como mostram 
os exemplos: 

1 ) T:1R 2 * IR ’ , T (x, y) - (3x - 2y, 4x + y, x) 



~4m 


IT) 


4 


I 


1 0 

t t 

T(1,0) T (0, 1) 


2) T:IR : * T(x,y)=(x,-y) 



3) T:R 3 — * K. T(x,y,z) * 4x -y 

[T I = (4 -I 0] 

Por outro lado, quando e dada uma matriz de uma t ransforma^o linear T sem que haja 
refereneia as bases, essa deve set en tend id a como a matriz candnica da T. Por exemplo, a 
matriz: 


2 3 4 

1 -2 0 
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define a transformacao linear 

T ; R 3 — * R : , T (x„ y, z) = (2x + 3y + 4z, x - 2y). 

4) J& vimos que se V € um espa^o vetorial, um operador linear sobre V e lima transformant 
linear T: V — -*■ V (d o caso particular de V = W), Nesse cast), para a representan 0 matricial e 
comum fazer A = B, e a matriz resultante e denominada marriz de T em relafdo d base A e 
indicada por [T]^ ou £TJ A . 

Por exemplo, seja T;R 2 — *■ R" o operador linear definido por T(x, y) - (2x - y, x + y). 
Determinemos a matriz de T em rela^ao a base A = {(1 , -2), (-1,3)} . 

Calculando as components das imagens dos vetores da base A em rela^ao a propria base, 

vem: 

T (1 , -2)- (4, -1) - 1 1 ( 1 , -2) + 7 (-1 , 3) 


T(-l , 3) = (-5, 2) - -13 (1,-2) - 8 (-1,3) 


(Exercicio a cargo do lei tor.) 

Logo, a matriz de T relativa a base A d: 


[T] 


A 


n -13 
7 -8 


Peio significado da matriz, podemos escrever: 

(T{v)] a = [T] a [v] a 

Observemos que a matriz candnica desse operador linear e: 


T = 


2 

1 


-1 

1 


No Capitulo 5 veremos que essas matrizes que representam o mesmo operador linear, por dm 
em bases distintas, sao chamadas matrizes semelhantes e terao especial Lmportancia. 
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17) Dadas as bases A = { (1 , 1), (1 , 0) } do 1R 2 e B= {(1, 2,0), (1, 0,-1), (1,-1, 3)} do R 3 , 
de term mar a transforma^ao linear T: R 2 * R s cuja matriz^: 


mr 


0 


1 -2 


Solugao 

Sabe-se que o significado de cada coluna dessa matriz € : 



2 


0 

[T(l. 1) ] B - 

1 

e IT(i.o)) B = 

-2 


-1 

_ 


3 

- 


logo: 


T(l, 1) = 2(1, 2, 0) + 1 (1 , 0, -1) - 1 (1, -1, 3) = (2, 5,-4) 

T(l, 0) = 0(1,2, 0)- 2(1, 0,-1) + 3(1, -1, 3) = (1,-3, 1 1) 

Assim, obtivemos as imagens dos vetores da base A do IR~ 

Pela propriedade 4.1.2 esse fato 6 suficiente para a determina^ao da transforma^ao T. Como 
buscamos T(x, y), precisamos primeiramente escrever (x, y) em rela?5o a base A: 


(x,y)=y(l,l) + (x-y)(l,0) 

e, pela propriedade acima referida, segue: 

T (x, y) = yT (1, 1) + <x - y) T(l, 0) 

T(x, y) = y(2, 5, -4) + (x - y) (1.-3, 11) 
T(x,y) = (x + y. -3x + 8y. 1 lx - 15y) 
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Observagao 

A matrix eandnica T e: 


m 


t i 

-3 8 

] 1 -15 


4.5 operacCes com transformacOes lineares 

4.5.1 AdipSo 

Sejam Ti:V — >W e T 2 :V — * W transforntapoes lineares, Chama-se sorm das trans- 
formapoes lineares Tj e T 2 a transforma^ao linear 

Ti +T 2 :V — W 

v (T, + T 2 )(v) ~ Ti(v) + T 2 (v), VvG V 
Se A e B s3o bases de VeW, respectivainente, demonstra-se que: 

[Tj + T 2 ]* = [Tj ]* + [Tj]^ 


4.5.2 Multiplica pao por Escatar 

Sejam T:V — ►W uma transformapao linear e aE IR, Chama-se produco de T pelo 
esc alar a a tiansformapao linear 

aT: V ► W 

v ►— — ► (aT) (v) = orT (v), Vv G V 
Se A e B slo bases de VeW, respectivamente, demonstra-se que: 


T ta nsformafoes linear a 
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4.5.3 Composicao 


Sejam Tj:V * W e T 2 :W ► U transformaijdes lineares. Chama-se ap1ica$2o 

composta de T t com T 2 , e sc representa por T 2 o Tj , a transforma<;ao linear: 

T 2 o T, : V ► U 


v — <T 2 oT,)(v) = T 2 (T i {v)), VvG V 



Se A, B e C sao bases de V.W e U, respect ivamente, demons! ra-se que: 
|T,oT,]*- [T,]“ X (T, I* 


4.5.4 Problemas Resolvidos 

18) Sejam T , : IR 2 *- R 3 e T 2 :JR : HR 1 transforma^fies lineares definidas por 

Tj(x,y) = (x + 2y, 2x - y, x) e T : (x,y)= (-x.y.x + y). Determinar: 

a) T, + Tj 

b) 3T, -2T 2 

c) a matriz canon ica de 3T| - 2T 2 e mostrar que: 


(3Ti -2T I ]=3|T,]-2[T,] 
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SoiugSo 

a) (T, + T 2 )(x,y) = T l (x,y) + T 2 (x,y) 

(Ti + T 2 )(x, y) - (x + 2y, 2x - y, x) + (-x, y, x + y) 

(T, +T J )(x,y) = (2y,2x,2x + y) 

b) (3T , - 2T 2 )(x , y) = (3T, )(x, y) - (2T 2 )(x, y) 

(3T, - 2T 3 )(x, y)= 3T,(x.y)-2Ti(x.y) 

(3T i - 2T 3 )(x, y) = 3 (x + 2y, 2x - y, x) - 2 (-x, y, x + y) 
(3T, - 2T 2 )(x, y) = (5x + 6y, 6x - 5y, x - 2y) 


c) 

5 

6 


1 

2 


-1 

0 


[3T, - 2T 2 ) = 

6 

-5 

= 3 

2 

-1 

-2 

0 

1 

- 3[T,]-2(T 2 | 


l 

-2 


1 

0 


1 

1 



19) Sejam S c T operadores lineares no IR 2 definidospor S(x, y) = (2x,y) e T(x, y) = (x, x -y) 
De terminal - : 

a) SoT 

b) ToS 

c) S o S 

d) ToT 

Soiu^ao 

a) (S o T) (x, y) = S (T (x, y)) = S (x, x - y) = (2x t x - y) 
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Observemos que: 


[S o T] = 



2 

0 


0 1 
1 1 


0 


= [Si [T] 


b) (T o S)(x, y) = T (S(x, y)) = T(2x, y) = (2x, 2x -y) 

Observemos que : 

S o T * T o S 

e esse fato geralmeme ocorre. 

c) (So S)(x, y) = S (S (x, y)) = S(2x, y) = (4x, y) 

d) (T o T) (x, y) = T (T (x, y)) - T (x, x - y) = (x, y) 

As transfonmagoes SoS e ToT sSo tambem representadas por S 2 eT J . 


4.6 TRANSFORM AQOES LINEARES PLANAS 

Entende-se por transformagoes lineares planas as transfcrma^oes de IR 2 em IR 2 , Veremos 
algumas de especial importance e suas correspondentes interpretagoes geonuftricas. 


4.6.1 Reflexoes 

a) Reflexdo em torno do eixo dos x 

Essa transformagao linear leva cada ponto (x, y) para sua imagem (x, -y), simiStrica em 
relagao ao eixo dos x. 

Demon stra-se que as reflexoes sao transformagdes lineares. 
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Esta particular transforma<;ao e 

T: R 2 * IR 2 

(x.y) > — * <x, -y) ou 

T(x, y) = (x, -y) 


sendo 


1 

0 



sua matnz canonica, isto i: 


X 


i 

o' 


X 

-y 


0 

-1 


y 

L 


b > Reflexao em iomo do eixo Jos y 

T:IR 2 — -** R 2 

<x, y) ■ ► (~x,y) 


ou: 





c) Reflexao na origem 

T : IR 2 * R 2 

(x, y) i — * (-x, -y) 
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ou: 


X 


"■X 


-1 0 


X 


\ * 






y_ 


-y 


0 -1 


y 


d) Reflexdo em torno da reta y = x 


T: IR 2 ► 


\R 2 


(x,y) 


(y,x) 


on: 


x 


l- 


y 



1 

o 


x 


y 


j 



y - x 


v* (x,y) 


e) Reflexdo em tomo da reta y = -x 


ou: 
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4,6.2 Dilatapoes e Contra poes 

a) Dilatagdo ou contragdo m diregdo do vetor 

T:F J * R 3 

(x, y) ' — ► a(x, y),aeF 

ou: 

x 

y 

Observemos que: 

se | a I > 1 , T dilata o vetor; 

se | at j < 1, T contrai o vetor; 

se oi = 1 , T t a idcntidade I ; 

se a < 0, T troca o sentido do vetor. 

A tiansformafao T:F 3 >-R 3 , T(x. y) = (x, y) e um excmpio de contra^ao. 



b) Dilatagdo ou contragffo na djregdo do eixo dos x 


T:R 2 * R 3 

(x,y) i — *• (ax, y), a > 0 


ou; 


X 


ax 


~ot 0 


r m 
X 


i — — ► 


= 




y 


y 


0 1 

— — 


y 


Observemos que: 


se a > 1, T dilata o vetor; 
se 0 < a < 1 , T contrai o vetor. 
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Essa transforma^ao e tambtfm chamada dilata^ao ou contra 9 So- na diresao Ox (ou hori- 
zontal) de um fator a. 

A figura da pagina anterior sugere uma dilatagao de fator a = 2 e uma eontragao de 
fator a = 1 / 2 . 

c) Dilatagdo ou contragao na diregao do eixo dos y 



T:JR 2 * 1R 2 

(x, y) i— (x,ay) f a > 0 (Vcr figura acima.) 


Observagio 


Se, nesse caso, fizgssemos a = 0, teriamos: 

(x,y)i » (x, 0 ) 

e T seria a projegao ortogonal do piano sobre o eixo dos x, conforme a figura. 



Para a - 0, no caso b), T seria a proje^ao ortogonal do piano sobre o eixo dos y. 
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4.6.3 Cisalhamentos 


a) Cisalhamento na dire^ao do eixo dos x 

T: R 2 ► R 1 

(x, y) 1 — ► (x + oty, y) 


on: 


X ' 

1 h 

x + ay 


1 

a 


X 

y 

1 ’ 

y 


0 

1 


y 



o efeito do cisalhamento 6 transformer o retangulo OAPB no paralelogramo OAP'B\ de 
mesma base e mesma altura. Observemos que, poi esse cisalhamento, cada ponto (x, y) se desloca 
paralelamente ao eixo dos x ate chegar em (x + ay, y), com exce$ao dos pontos do prdprio eixo 
dos x, que permanecem em sua positjao, pois para eles y = 0. Com isso esta explicado por que 
o retangulo e o paralelogramo da figura tern a mesma base OA. 

Esse cisalhamento e tamb£m chamado cisalhamento horizontal de fator a. 


b) Cisalhamento na diregdo do eixo dos y 


T:IR 2 * R 2 

(x,y) * * (x, y + ax) 


0 


A matriz canonica desse cisalhamento e: 


a 


1 


Tramforma$6es tin cares 
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For exemplo, a matriz 


1 

2 


0 

1 


representa urn cisalhameoto vertical de fator 2. 


4.6.4 Rotapao 


A rotafao do piano em torno da origem (Figura 4.6.4a), que faz cada ponto descrever urn 
angulo 9 , determina uma transformaplo linear T^:R ; — * 1R 2 cuja matriz canonica e: 


[T 0 J = 


cos 9 

-sen 9 

sen 9 

cos 9 




As imagens dos ve tores ej =(1,0) e e 2 = (0, 1) (Figura 4.6.4b) sao: 
T(e t ) = (cos 6, sen 6) 


T(e 2 )= (-sen 9 . cos 6 ) 
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i$to i : 

T (e i ) = (cos0)e t + (sen0)e 2 

T(e 3 ) = (-sen 0)ej + {cos0)e 2 

Por conseguinte, a matriz da transformafao 


cos 6 

-sen 8 

sen 0 

cos 8 


Essa matriz chama-se matriz de rota^o de um angulo 8, O*£0<2rr t e 6 a matri2 
candnica da transforma^ao linear T^:IR 2 ' — * IR : , T^fx. y) = (xcostf - ysen 8, xsen 8 + ycos0). 

$e, por exemplo, desejarmos a image m do vetor v = (4, 2) pela rotagao de 8 - tt/2, basta 

fazer: 


[T (4, 2)J 


[T (4, 2)] = 


costt/2 

-sen rr / 2 

-t 

sen nf2 

COS 7T (2 

0 -1 

4 


ou |T(4 f 2» = 


-2 

4 



Trans formafoes linesres 


203 


4.6.5 Probtemas Resolvidos 

20) Os pantos A (2, -L), B(6, 1) e C (x.y) sao vertices de um triangulo eqiiildtero. Determinar 
o vSrtice C, utilizando a matriz de rota^o. 



Soiugao 

Pela figura vemos que se pode considerar o vetor AC como imagem do vetor At^ pela 
rota^ao de 60° cm torno de A (o triangulo sendo eqiiildfero implica AB e AC terem compri* 
mentos iguais): 

[AC] = [T 6Q0 ] [AB] 

Mas: 


AC= C - A = (x - 2, y + I ) 




- (4, 2) 


cos 60° 

-sen 60° 1 

sen 60° 

cos 60° 
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logo: 


x - 2 


1/2 

VLou >/3/2 


ou: 


y + 1 

- 

2 

x - 2 


2-yJl 1 

y + l 

H 


2y/% + 1 


\/3 ou - V3/2 
2 

1/2 


4 


Pels conditio de igualdade dc matrixes, results : 
x - 2 = 2- V3 


ou 


y + 1 = 2 y/3 + 1 


x = 4 --s/T 
y - 2V3 


logo: 


C(4-V3, ls/l) 

* 

0 problems tem outra solu^ao que seria obtida fazenda 6 - -60° (a cargo do leitor). 


21) Determinar a matriz da transforma^ao linear de R 2 em R 2 que represents urn cisalha- 
mento por um fat or 2 na diretpao horizontal seguida de uma reflexao em torno do eixo 
dos y. 


SoIuqSo 

0 cisalhamento transforma o vetor (x, y) no vetor (x', y * ) dado por 


" 

r 

X 


t 2 


“ 

X 

t 

y 


0 1 


y 



_ _ 




( 1 ) 
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A reflexao transforma o vetor (x' , y' ) no vet or (x", y") dado por 


If 

X 



0 


" '1 
X 

ft 

_ y 


0 

l 


f 

_ y _ 


( 2 ) 


Substituindo (I) em ( 2 ), temos: 



Portanto, a matriz 


-1 -2 

0 1 


representa a transform agao composta do cisalhamento com a reflexao. 

Observemos que, de acordo com o que estudamos sob re transformagao composta, a matriz 
resultante 6 obtida pelo produto das matrizes que representam as transformagoes, porem tomadas 
em ordem inversa, Esse fato continua viilido no caso de termos mais de duas transformagoes. 

22) O piano sofre uma rotagao de um angulo 6 . A seguir experimenta uma dilatagao de fator 4 
na diregaoOx e, posteriormente, uma reflexao em torno da reta y = x. Qua! a matriz que 
representa a unica transformagao linear e que tem o mesmo efeito do conjunto das tres 
transformagoes citadas? 
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Soluqao 

Sabe-se que a matriz da rotagao 6: 


Ai 


cos 8 

-sen 8 

sen ^ 

cos 6 


a da dilata^ao e : 



e a da reflexao 6 : 


0 


A 3 


1 


1 

0 


Portanto, a matriz que representa a composta das transforma^Oes dadas 6: 


0 1 


4 0 


cos 8 -sen 8 


sen 8 cos d 

1 0 
L J 


0 1 


sen 8 cos $ 


4co$ 8 -4sen 8 


4.7 TRANSFORM A<?OE$ LINEARES NO ESPAQO 

Entende-se por transforma 90 es lineares no espa 90 as transforma 9 des de JR’ em JR 3 . Dentre 
as diversas transforn^oes lineares em R 3 , examinaremos as reflexoes e as rota 9 oe$. 


Tramforma^des lineares 
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4.7.1 Reflexoes 


a) Reflexoes em relaQdo aos pianos coordemdos 


A reflexSo em rela$ao ao piano xOy e a transforma^o linear que leva cada ponto (x, y, z) 
na sua imagem (x, y, -z), sim^trica em rela^ao ao piano xOy. Assim, essa transforma^ao 6 
definida por; 

T (x> y, z) = (x, y, -z) 
e sua matriz canonica € : 


1 0 

0 l 

0 0 


0 

0 

-1 



As reflexoes em reta^ao aos pianos xOz e yOz tem matrices candnicas: 


1 

0 

0 


-1 

0 

0 

0 

-I 

0 

e 

0 

1 

0 

0 

0 

1 


0 

0 

1 


respectivamente . 


b) Reflexoes em rebtgdo aos eixos coordenados 

A reflexao em torno do eixo dos x € o operador linear 
T:R J * 1R J , T(x,y, z) = (x, -y, -z),cuja matriz canonica 6: 

I 0 0 

0-10 

0 0 4 

■ * ! 
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De forma analoga, T (x, y, z) = (-x, y, -z) e T(x, y, z) = t-x, -y, z) defincm as reflexOes 
em rela^ao'aos eixos Oy e Oz, respect ivamente, 

c) Reflexdo na origem 

T; K J * IR’ 

(x.y.z) 1 — * (-x, -y, -z) *4 

y 



4.7.2 Rotates 

Dentre as rotates do espago ressaltamos a rotate do espa^o em torno do eixo dos z 
(Figura 4.7.2), que faz cada ponto descrever um angulo 6. Esse operador linear T; IR^ — > IR 1 t 
definido por 

T(x, y, z) = (xcos 9 - ysen 6, xsen 8 + ycos 0, z), 


Transformagoes linear es 
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e sua matriz canonica e: 


[T] = 


cos 8 

-sen 6 

0 

se n 8 

cos 6 

0 

0 

0 

1 



Para “conferir" se T representa a rota^ao de um angulo S em torno do dxo dos z, 
observemos o seguinte: 

a) T gira de 0, em torno da origem O t os pontos do piano z = 0 (piano xOy), pois: 
T (x, y , 0) = (xcos 6 - ysen Q , xsen 6 + ycos 6 , 0) 

c: 

b) T nao altera os pontos do eixo dos z, pois: 


T (0, 0, z) = (0, 0,z) 
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Observeqao 

0 anguio 8 correspond e ao anguio central cujos lados intercept am, na circunferencia de 
centre em O', um arco de medida 6. Esse anguio 8 nao i o anguio a formado peios vetores 
v e T(v). 


4.7,3 Problems Resolvido 

Calcular o anguio a formado peios vetores v e T(v) quando o espa^o gira em tomo do 
eixo dos z de um anguio 8, nos seguintes casos: 

1) 6 = 180° e v - (3, 0, 3) 

2) 6 - 90“ t 

2\/2 4 2 


Soluf&o 

1 ) 


[T] = 


cos 180° -sen 180° 0 

sen 180® cos 180° 0 



0 



0 


1 



r -l 

0 

0 


3 


r -i 

-3 

[T(v)J = 

0 

-1 

0 


0 

= 

0 


0 

0 

1 


3 


3 


v.T(v) (3, 0,3). (-3, 0,3) _ -9 + 0 + 9 . 

cos a = * — - — - — = j — .11 ■ — — 

1 V | r T(v) | V9 + 9V9 + 9 18 


a - 90® 
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2 ) 



cos 90° 

-sen 90° 

0 



[T] = 

sen 90° 

cos 90° 

0 




0 


0 

1 




0 -1 

0 


2s/2 


1 

[T (v)] = 

1 0 

0 


V2 

4 

= 

V3 

2v® 


' 0 0 

f 


1 

1 


V2 

2 


cos a = 


v. T(v) 
f v | ] T (v) | 


J3_ y/2 V2 J2 _V3 y/2 

{ 4 ’4 J,t 4 ’ 2y/2 ’ 2 = 



y^ + \/3\j_ 
8 8 2 

1 x 1 


1 

2 


a = 60° 


4,8 PROBLEMAS PROPOSTOS 

1) Consideremos a tramforma^ao Smear T: 1R 2 *■ IR 2 definida por T(x,y) = (3x - 2y, x + 4y). 

Utilizar os veiores u = (1, 2) e v = (3, -1) para mostrar que T (3u + 4v) = 3T (u) + 4T (v). 

2) Dada a transformagao linear T:V - — + W, tal que T(u)=3u e T(v) = u-v, calcular em 
fun^ao de ue v: 


a) T (□ + v) 

b) T (3v) 

c) T(4u - 5v) 
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3) Dentre as transforma^oes T: IR' — + 1R 2 definidas pelas seguintes leis, verificar quais sao 
lineares: 

a) T (x, y) = (x -3y,2x+ 5y) 

b) T (x, y) = (y, x) 

c) T(x, y) = (x 2 , y 2 ) 

d) T(x,y) = (x + 1, y) 

e) T (x, y) = (y - x, 0) 

0 T(x, y) = ( | x | , 2y) 

g) T (x, y) - (senx, y) 

h) T (x, y) = (xy, x -y) 

i) T (x, y) = {3y, -2x) 

4) Seja V = R 2 . Fazer um grafico de um vetor generico v = (x, y) do dominio e de sua 

imagem T(v) sob a transforma^ao linear T:JR 2 * R 2 dada por: 

a) T (x, y) = (2x, 0) d) T (x, y) = <3x, -2y) 

b) T (x, y) = (2x, y) e) T (x, y) = -2 (x, y) 

c) T (x, y) = (-2x, 2y) 0 T (x, y) = (x, -y) 

5) Dentre as seguintes fun^oes, verificar quais sao lineares: 

a) T:R 2 — HR 3 ; T(x t y) = (x - y, 3x, -2y) 

b) T: R 3 ► R 3 ; T(x, y, z) = (x+ y, x-y, 0) 

c) T:IR 2 


* IR 2 , T (x, y) = (x 2 + y 2 ,x) 
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d) T:R 

A 

■w 

II 

* 

H 

IN 

SS 

1 


e) T: R 3 

— ► R, T (x, y, z) = -3x + 2y - 

0 T:R‘ 

— * R 2 , T(x, y)= ( 1 x| , y) 

g) T: R ! 

— ► R, T (x, yj-x 


h) T:R 2 

* R, T (x, y)= xy 


i) T:R 2 

— * R*, T(x, y) = (y, x, y, x) 



2y 

j) T:R 2 

I 

S 

JN> 

H 

* 

w 

II 



/fa 


k) T: M(2, 2) 


IR 2 , T 


-y x + 2y 


= (a - c, b + c) 


1) T:M(2,2) 


R, T 



a b 

\ 1 

"a b 



- del: 



c d 

/ 

c d 


m) T:R : 


-*• R' 


(x, y, z) 


2 1 3 

■1 0 -2 


x 

y 

z 

L _l 


6) Seja a aplica^ao T: R" ~ ¥ R 3 

(x, y) — ► (x + ky, x + k, y) 

Yerificar em que caso(s) T € linear: 

a) k = x 

b) k - 1 

c) k = 0 
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7) a) Determinar a transt’ormagao linear T: K 2 ► IR J tal que T(-l, 1) = (3, 2» 1) e 

T(0.1) = 0. 1,0). 

b) Encontrar v€ tal que T(v) = (-2, 1 , -3). 

8) a) Determinar a transforma$ao linear T:R J — tal que T (1, -1, 0) = (1, 1) 

T (0, 1,1) = (2, 2) e T(Q, 0, 1) = (3, 3). 

b) Achar T ( 1 , 0, 0) e T(0, 1,0). 

9) Seja T:R 3 — ► IK 2 uma transforma^ao linear definida por T ( 1 , 1 , 1 ) = { 1 , 2), 
T(l, 1,0) = (2, 3) e T(l, 0, 0) = (3, 4). 

a) Determinar T(x.y.z). 

b) Determinar vG 1R 3 tal que T(v) = (-3, -2). 

c) Determinar v G 1R' tal que T (v) = (0, 0). 

10) Seja T o operador linear no R. 3 tal que T(1 ,0, 0) = (0, 2, 0), T(0, 1, Q) = (0, 0, -2) e 
T(0, 0, 1) = (-l, 0, 3). Determinar T (x, y,z) e o vetor ve R J tal que T(v)= (5,4, -9). 

11) Determinar a transformable linear T:P 2 - — ► P 2 tal que T(l) = x, T(x)=l-x 2 e 
T(x : ) = x + 2x 2 . 

1 2) Seja o operador linear 

T : IR 2 * IR J , T (x, y) = (2x + y , 4x + 2y), 

Quais das seguintes ve tores pertencem a N(T)? 
a) (1,^2) b)(2,-3) c) (-3, 6) 

13) Para o mesmo operador linear do exercicio anterior, veriftcar quais dos vetores pertencem 
a Im(T). 

a) (2,4) b)(-y,-l) c) (-1,3) 


Nos problemas 14 a 21 sao apresentadas transforma^oes line ares. Para cada uma delas: 
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a) Determinar o nucleo, uma base para esse subespa^o e sua dimensao. T e injet ora? 
Justificar. 

b) Determinar a imagem, uma base para esse sub e spa 90 e sua dimensao. T e sobrejetora? 
Justificar. 


14) T:R< 


■* R\ T(x,y)=(3x - y. -3x + y) 


15) T: IR 2 


IR 3 , T(x,y) = (x + y,x,2y) 


16) T;IR 2 


-* R , T (x, y) = (x - 2y, x + y) 


17) T:R 3 


R 2 , T(x, y, z) = (x + 2y - z, 2x - y + z) 


18) T:R 3 


■* R 3 , T(x, y, z) = (x - y - 2z, -x + 2y + z, x - 3z) 


19) T: IR 3 


■+ IR 3 , T (x, y, z) ={x - 3y, x - z, z-x) 


20) T:P! 


■* IR 3 , T(al + b) = (a, 2a, a -b) 


I 


21) T:M(2.2) — ► R 3 , T 


'a 


A Jj 


= (a - b, a + b) 


22) Seja a transformat,: ao linear T: IR’ * R 3 tal que T(-2, 3) = (-1,0, 1) 

e T(l, -2) = (0,-l t 0), 

a) Determinar T(x,y). 

b) Determinar N(T) e Im(T). 

c) T e injetora? E sobrejetora? 

23) Seja T;R 4 ► R 3 a transformagao linear tal que T (e 1 ) ~(1, -2, 1), T(e 2 )- (-1, 0,-1), 

X(e 3 ) = (0, -1 , 2) e T(e 4 ) = (1, -3, 1), sendo { ej, , e 2 , e 3 , e 4 } a base canonica do R 4 . 

a) Determinar o nucleo e a imagem de T. 

b) Determinar bases para o nucleo e para a imagem. 

c) Verificar o Teorema da Dimensao. 
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24) Encontrar um operador linear T : R 3 * IR H cujo nucleo £ gerado por (1,2, ~J) e 

(1,-1. 0). 

25) Encontrar uma transformable linear T:R 3 * R ! talque N(T)= [(1, 0, -1)J. 

26) Encontrar uma transforma$ao linear T; R 3 — * R 4 cuja imagem € gerada por (1, 3, -1, 2) 
e (2,0, 1,-1). 

27) Consideremos a transforma^ao linear T : R 3 * 1R 2 definida por 

T(x, y, z) = (2x + y - z, x + 2y) e as bases A = {(1, 0, 0), (2, -1, 0), (0, 1, 1)} do R 3 e 
B = { (-1, 1), (0, 1)} do R 2 . Determinar a matriz [T]* . 

II 

28) Seja a transforma^o linear T:R 2 — ►R 3 , T(x, y) = (2x - y, x + 3y,-2y) e as bases 

A= {(-I, 1,),(2.1)} e B = {(0,0. 1),<0, 1,-1). (1,1,0)}. Determinar [T]* Qual 
A -i H 

a matriz [T] , onde C € a base canonica do R 3 ? 

29) Sabendo que a matriz de uma transforma^ao linear T: R 2 * R 3 nas bases 

A= {(-1,1), (1,0)} doR 2 e B = {(1, 1, -1), (2, 1, 0), (3,0, 1)} edoR 3 e: 


[< = 


3 1 

2 5 

1 -1 


encontrar a expressao de T(x, y) e a matriz [T] . 


30) Seja 1 - 2 

(T] = 2 0 

-1 3 


a matriz canonica de uma transforma^ao linear T:R 2 
calcular v. 


R 3 . Se T (v) = (2, 4, -2), 
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31) Seja T: R 2 51 JR 3 uma transformasao linear com matriz 


K= 


l -i 


-2 


para B={e 1> e 1 }, base canonica do R 2 , e B' = { (1 , 0, 1), (-2, 0, 1), (0, 1,0)} , base 
do R 3 . Qual a imagem do vetor (2,-3) pela T? 

32) Seja T:R 3 * R 2 tal que 

1 0 -1 

-l 1 1 



sendo B t = {(0,1 , 1), (1 , 0, 0), (1 , 0, 1)} e B* = {(-1, 0), (0. -1) } bases do R 3 e do 
R 2 , respect ivamente. 

a) Encontrar a expressao de T (x, y , z). 

b) Determinar lm(T) e uma base para esse subespa^o. 

c) Determinar N(T) e uma base para esse subespa^o, 

d) T e injetora? T 6 sobrejetora? Justificar. 

33) Consideremos o operador linear 

T:1R 2 * R 2 

(x, y) y * (x + 2y, x ~ y) 

e as bases A - { (-1, 1), (1, 0)} , B = { (2, -1). (-1, 1) } e C canonica. 

Determinar [T] A , [TJ B , [T] c . 
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34) A matriz de T:1R 2 ► R 2 relativa a base B= {v 1 ,v 2 ), sendo v, =(1, l) e 

v*=(3,2), i: 

2 r 

|*1 -3_ 

a) Determinar T(V]) B e T(v 2 ) B . 

b) Determinar Tfy) e X(v 2 ). 

c) Calcular T(x, y), 


35) Mostrar que a matriz do operador linear identidade 

I:R n * R n 

v i *■ v 

em uma base qualquei, 6 a matriz identidade n x n. 


36) 


Seja T: B 2 



B 2 

3 

5 


definida por: 


Determinar os vetores u, v e w taisque: 

a) T (u) = u, 

b) T(v) = 2v, 


C) T (w) “ (4, 4). 
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37) Seja T o operator linear dado pela matriz: 


1 2 -1 

| 2 0 1 

_1 -2 2 _ 

a) Calcuiar N(T) e dim N(T). 

b) Calcuiar Im(T) e dim Im(T). 

38) Seja o espago vetorial V = M (2, 2) e a transforma<;ao linear 

T:V — * R\ 


T 


c 



a) Mostrar que T £ linear. 


b) Determinar [T] sendo A e B as bases canonicas de M(2, 2) e R 3 , respectivamente. 


A 

B 


c) Calcuiar v €E V tal que T(v) = (3, -2, 4). 


d) Determinar N(T), 


39) Sejam F:R 2 ► M(2, 2) uma transforma^ao linear e a e 0 as bases canonicas de 

R : e M(2, 2), respectivamente, Sahendo que 


0 


2 1 


-1 2 
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determinar: 

a) F(l,0) 

b) F(0, 1) 

c) F(2, 3) 

d) F(x, y) 

e) (a, b) tal que: 



40) Sejam as transforma^Ses lineares 

T,;F 2 * R 3 , T(x, y) = (x - y ( 2x + y,-2x) 

e 

T 2 : R 2 * R 3 , T 2 (x f y) - (2x - y, x - 3y f y). 

Determinar as seguintes transforma^oes lineares de R 2 em R 3 : 

a) T] - T 2 . 

b) 3T, - 2T 2 . 


^ 3 2 

41) Consideremos as transforma^oes lineares S e T de R em R definidas por 
S(x, y, z) = (2x - y, 3x - 2y + z) e T(x, y, z) - (x + y - z, y - 2z). 

a) Determinar o nucleo da transforma^ao linear S + T. 


b) Encontrar a matriz canbnica de 3S - 4T. 
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42) Sejam S e T operadores lineares de JR 2 definidos por S(x, y) = (x - 2y, y) e 
T (x, y) = (2x, -y). Deterrninar : 

a) S + T d) S o T 

b) T - S e) T o S 

c) 2S + 4T 0 S o S 


43) Seja a transformafao lineal : 

S:R 3 ► R 4 n S(x, y, z) = (x + y, z, x-y, y + z) 

a) Calcular (S o T) (x, y) se 

T: R 2 ► R 3 

(x f y) i — + (2x + y , x-y, x - 3y) 

b) Deterrninar a matriz candnica de S o T e mostrar que ela 6 o produto da matriz eanonica 
de S pela matriz eanonica de T. 

44) As transformai;5es S:R 2 ► R 3 e T:R 3 — -+ R 2 sao taisque S(x, y) = (y, x - y, 2x + 2y) 

e T (x, y, z) = (x, y). 

a) Sendo B = { (1, 0, -I) f (1, 1, 1), (1, 0, 0)} uma base do 1R 3 , deterrninar a matriz 
[SoT] b . 

b) Deterrninar [ToS] B ' e [ToS] 0 ", sendo B' - {(1, 1), (0, -1)} e B" a base 
candnica. 


45) Sendo S e T operadores lineares do R 3 definidos por S(x, y, z) = (x } 2y, x - y) e 
T (x, y, z) - (x - z t y, z), deterrninar: 

a) [SoT], 


b) [T o S] . 
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46) Os pontos A(2, -1) e B(-l, 4) sao vertices consecutivos de um quadrado. Calcular os 
outros dois vertices, utilizando a matriz-rota^ao, 

47) Os pontos A(-l, -1), B(4, 1) e C(a, b) sao vertices de um triangulo retangulo isosceles, re to 
em A. Determinar o vertice C fazendo uso da matriz-rota^ao. 

48) Em um triangulo ABC, os angulos B e C medem 75° cada. Sendo A (1,1) e B(-l,5), 
determinar o vertice C. 

49) Determmar, em cada caso, a matriz da transformafao linear de 1R 2 em ER 2 que represents 
a seqiieticia de transforma^Ges dadas; 

a) Reflexao em tomo do eixo dos y, seguida de um cisalhamento de fator 5 na dire^ao 
horizontal. 

b) Rotagao de 30° no sentido hordrio, seguida de uma duplicagao dos mddulos e inversao 
dos sentidos. 

c) Rota^ao de 60°, seguida de uma reflexao em relate ao eixo dos y . 

d) Rota^ao de um angulo 6 , seguida de uma reflexao na origem. 

e) Reflexao em torno da reta y - ~x, seguida de uma dilata^ao de fator 2 na dire^ao Ox e, 
finalmente, um cisalhamento de fator 3 na dire^ao vertical. 

50) O vetor v = (3, 2) experiments seqiiencialmente: 

1 ) Uma reflexao em torno da reta y = x; 

2) Um cisalhamento horizontal de fator 2; 

1 

3) Uma contrafio na dire^ao Oy de fator — ; 

4) Uma rota^ao de 90° no sentido anti-horario. 

a) Calcular o vetor resultante dessa seqtiencia de operates. 

b) Encontrar a expressao da transformapao linear T : R 2 * R 2 que representa a com- 

post a das quatro operates. 

c) Determinar a matriz canonica da com post a das operates. 
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5 1 ) Determinar o angulo a formado pelos vetores v e T (v) quando o espa^o gira em torno do 
eixo dos z de um angulo 0, nos seguintes casos: 




e * = 180 c 



X±,^±) e 0 = 60 - 


4 .8 . 1 Respostas de Prob lemas Propostos 

2) a) 4u - v 

b) 3u ~ 3v 

c) 7u + 5v 

3) Sao lineares: a), b), e), i) 


4) a) 




V 



0 


x 


2x 


'A 



0 


2x 


x 


c), d), e) e f) a cargo do leitor* 
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5) Sao lineares: a), b), e), g), i), j), k), m). 

6) c) i linear 

7) a) T (x, y) = (-2x + y, -x + y , -x) 
b) v = (3, 4) 

8) a) T (x, y, z) = <~y + 3z, -y + 3z) 

b)T( 1,0,0) = (0,0) e T(0, 1,0) = (-1,-1) 

9) a) T (x, y, t) - (3x * y - z, 4x - y - z) 

b) v= (1, 6 - z, z) 

c) v = (0. ~z, z) 

10) T (x , y , z) = (-z, 2x , -2y + 3z) 
v = (2, -3, -5) 

11) T(a + bx + cx 2 ) = b + (a + c)x + (4? + 2c )x 2 

12) a), c) 

13) a), b) 

14) a) N(T) = { (x, 3x)/x G IR } ; dim N(T) = 1 

T nao € injetora , porque N(T) ^ { (0, 0) } . 
b) Lm(T) = { (-y, y)/y G 1R } ; dim Im(T) = 1 

T nao 6 sobrejetora, porque Im(T) ^ IR 2 . 

15) a) N(T) = {{0,0)} ; dimN(T) = 0. 


T e injetora, porque N(T)= {0}. 
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b) Im(T) = {(x,y,z)e mjlx - 2y - z = 0 } 

dim Im(T) = 2. T nJo € sobrejetora, poique lm(T) =£ IR 3 . 

1 6) a) N(T) = {(0,0) } ; dim N(T) = 0 

T e injetora. 

b) Im(T)= R 2 ; dim lm(T) = 2; T e sobrejetora. 

1 7) a) N(T) = {(x, -3x, -5x)/x € IR } 
b) Im(T) = IR 1 

18) a) N(T>- {(3z,z, z)/zG JR) 

b) Im(T) = { (x, y, z) e IR 3 /2x + y - z * 0 } 

1 9) a) N(T) = { (3x, x, 3 x)/x G IR } 

b) Im(T) - {(x,y,z)G R 3 /y = -z} 


20 ) 


21 ) 


a) N(T) - {0 } 

b) lm(T) = { (a, 2a,c)/a, c G IR} 


a) N(T)« 


0 


c 

. 


0 

d 


/ C.de IR 

f 


b) lm(T) = IR 2 


22) a) T (x, y) = (2x + y, 3x + 2y, -2x - y) 


b) N(T) = {(0,0)} 

Im(T)= { (x, y, -x)/x, y € IR} 


c) T i injetora, mas nao sobrejetora. 
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23) 


24) 

25) 

26) 

27) 


28) 


29) 


30) 

31) 

32) 


a) N(T)= {(3y,y, 0, -2y)/y € IR} 
Im(T)= IR 3 

b) e c) a cargo do leitor. 

Um deles 6 T (x, y, z) = (0, 0, x + y + 3z). 
Uma delas e T(x, y, z) = (x + z, y). 


Uma delas d T (x, y, z) = (x + 2y , 3x, -x + y, 2x - y). 



0 

2 


. 3 0 



5 


2 


3 

5 


-3 3 


-2 


-2 


T (x, y) = (Sx + 1 8y , 6x + 1 ly, -2x - 4y) 


[T] 


8 18 
6 11 
-2 -4 


v = (2,0) 


(11,-13,2) 


a) T (x, y , z) = (-2y + z, ~x + y) 

b) Im(T) = IR 2 ; (base a cargo do leitor) 


c) N(T) = {(x, x, 2x)/x £ IR } ; (base a cargo do leitor) 
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d) T n3o 6 injctora. 
T d sobrejetora. 


-2 1 


: 3 -1 


1 2 


, m „ = 


e [t] c -|T]- 


-1 2 , 


6 -3 

_ — 

, 

1 -1 


34) a) T(v,) b = (2.-1). T(v 2 ) b = (1,-3) 

b) T(v,)-(-],0), T(v a ) = (-8, -5) 

c) T(x,y) = (-6x + 5y, -5x + 5y) 

36) a) (0,0) 

b) y(3, I) . 

c) (1,0 

37) a) N(T)= {z(2,-3,-4)/ze R>, dimN(T) = 1 

b) lm(T)= { (x, y, z) 6 IR 3 /x - y + z = 0} , dimIm(T) = 2 


38) b) |T]* = 


110 0 

o o i >1 : 

2 0 0 0 


c) 


v = 


2 1 

d -2 d 


;d6IR 


f 

0 

O 1 


d) N(T) = •! 



; d£ R i 

1 

d 

d 
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2 


0 1 


TT 1 

-j 

i 

39) a) 


b) 


c) 



3 -1 


-2 2 


0 4 


d) 


X 

3x - 2y 


2x + y 
-x + 2y 


e) nioexiste (a, b). 


40) a) T, (x, y) = (-x, x + 4y, -2x - y) 

b) T 3 (x, y) = (— x - y, 4x + 9y, -6x - 2y) 


41) a) {(x,0 t 3x)/x e IR 


b) 


2 

9 


-7 4 

-10 1 1 


42) a) (S + T) (x, y) = (3x - 2y , 0) 

b) (T - S) (x, y) = (x + 2y , - 2y) 

c) (2S + 4T)(x, y) - ( lOx - 4y, -2y) 

d) (S o T) (x, y) - (2x + 2y , -y) 


e) (T o S)(x, y) = <2x - 4y, - y) 


0 (So S)(x, y) = (x - 4y,y) 


43) a) (S o T)(x, y) = (3x, x - 3y, x + 2y, 2x - 4y) 
b) a cargo do leitoi 


-J 


-4 -1 


44) a) 


0 1 



0 


5 


0 


1 
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1 

0 

-1 


0 

1 

0 

45) a) 

0 

2 

0 

b) 

0 

2 

0 


1 

-I 

-1 


1 

-1 

0 


46) Duas soluf Oes : (4,7) t (7,2) ou (-6,1) e (-3,-4), 

47) C (-3,4) ou C( 1,-6) 

48) C(-l -y/3, 2 s/5) ou C(3- >/!, 2 + 2 VT) 


49) a) 


-1 5 

0 1 


b) 


-V3 S 


1 

"2 

>/3~ 

2 

1 -V3 

c) 

V3 

L- — J 


2 

2 



-COS 0 

sen 0 


0 

-2 

d) 



e) 




-sen0 

-cos 0 


-1 

-6 1 


SO) a> (-1.8) 


1 


b) T(x,y) = (--jx, 2x + y) 


c) [T] = 


-T 0 


51) a) a = 90° 
b) a= 90° 


c) ol 5! 41° 24' 


CAPITULO 



OPERADORES 

LINEARES 


5.1 OPERADORES LINEARES 

No capitulo anterior dissemos que as transforma^Ges lineares T de um e spa veto rial V 

em si mesmo, isto i, T: V *■ V, sao chamadas operadores lineares sobre V. 

As propriedades gerais das tramforma^Ges lineares de V em W e das correspondentes 
matrizes retangulares sao vdlidas para os operadores lineares. Estes e as correspondentes matrizes 
quadradas possuem, entretanto, propriedades particulares, que serao estudadas neste Capitulo. 

Tendo em vista aplica^oes em questdes de Geometria Anah't ica, serao estudados, de 
preference, operadores lineares em IR 2 e em R 3 . 


5.2 OPERADORES INVERSIVEIS 

Um operador T:V — *V associa a cada vetor v£ V um vetor T(v)E V. Se por 
meio de outro operador S for possfvel inverter essa correspondence, de tal modo que a cada 
vetor transformado T(v) se associe o vetor de partida v, diz-se que S 6 operador inverse 
de T, e se mdica por T" 1 . 

Observaqao 

Ouando o operador linear T admite a inversa T" 1 , diz-se que T <£ inversi'vei, invert fvel, 
regular ou ndo -singular. 
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5.2.1 Propriedades dos 0 per ado res Inversi'veis 

Seja T:V — * V um operador linear. 

[) Se T 4 inversfvel e T 1 t a sua inversa, entio: 

T o T ' 1 = T " 1 o T = I (identidade) 

II) T i inversivel se, e somente se, N(T) = {0} (pTOpriedade 2 de 4.2.1 e Corolario 1 
de 4.3.4). 

III) Se T £ inversivel, T transforms base em base, isto £, se B 6 uma base de V, T(B) 
tamWm € base de V. 

IV) Se T 6 inversivel e B uma base de V, entio T _1 : V ► V i linear e: 

isto 6, a matrix do operador linear in verso numa certa base B 6 a inversa da matriz 
do operador T nessa mesma base. 

Na prAtica, a base B seri normalmente considerada como canonica. Logo, de forma mais 
simples: 

(T" l l = [T] _I 

e, portanto: 

[T] [T- 1 ) = [To T 1 1 = EH 


Como conseqdencia temos: T 4 inversivel se, e somente se, det [TJ ¥= 0. 
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5.2.2 Problemas Resol vidos 


1) Seja o operador linear em R 2 definido por 

T (x, y) = (4x - 3y, -2x + 2y) 

a) Mostiar que T 6 invem'vel. 

b) Encontrar uma regra para T 1 como a que define T. 
SolugSo 

4 -3 

a) A matriz canonica de T 6 [TJ — 

-2 2 

Como det [T) =2^0, T € inversivel. 



4 -3 

-1 

1 

3 

b) [T 1 ] = [T] = 


=r 

2 


-2 2 


1 

2 


logo: 


[T I (x,y)] = (T-’l 


X 


1 

3" 


x~ 


3 



2 



= 

x T y 


“ 







_ y _ 


J 

2_ 


L y _ 


x + 2y 


ou: 


T 1 (x,y) =! (x + yy, x + 2y) 

Observagao 

Devemos entendeT que se T leva um vetor (x, y) ao vetor 
(x',y'), isto € : 


x f 


X 


= IT] 


y' 


y 
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o operador T _1 traz de volta o vetor (x\ y') para a posiflo inicial (x, y), ou seja: 



E bom que o leitor faqa o teste com um vetor de livTe escolha, val endorse de T e T" 1 do 
exercfcio realizado , 

2) Verificar se o operador linear T:R 3 * R 3 defmido por T{1, 1 , 1) -(1, 0, 0), 

T(-2, 1, 0) - (0, -1 , 0) e T (-1 s -3, -2) = (0, i, ~1) € inversi'vel e, em caso afirmativo, determinar 
T _1 (x,y,z). 


SoiuQio 

Observemos inicialmente que {(1, 1, 1), (-2, 1,0), (-1,-3, -2)} i uma base de R 3 e T 
esta bem defmido, pois sao eonhecidas as imagens dos vetores dessa base. Portanto, basta calcular 
y > z) e proceder como no exercicio anterior. Pensamos, no entanto, ser mais fdctl proceder 
da maneira como se segue. 

Por defini^ao de T _1 , temos T -1 (1,0,0) = (1, 1, 1), T -I (0, -1, 0) * (-2, 1, 0) e 
T _1 (0, 1, -1) ®(-l, -3,-2). Observando que {(1,0, 0), (0, -t, 0), (0, 1, -l)} e tamb^m uma 
base de R 3 (verificar!) e que as imagens desses vetores sao eonhecidas, o operador T“ l estS 
defmido. Ora, existindo a T“‘ , T ^ inversfvel. Pretendemos calcular T _l (x,y, z). 

Para tanto, expressemos (x, y, z) em rela^ao a essa base: 

(x, y , z) = x (1 , 0 , 0) + (-y - z)(0, - 1 , 0) + (-z) (0 , 1 , -1) 


logo: 


T 1 (x,y J z) = xT- 1 (],0,0) + (^y-z)T" 1 (0,-I,0) + (-z)T- t ( 0 , 1 ,- 1 ) 


T“ 1 (x, y, z) = x (1 , 1 , 1) + (-y - z) (-2, 1 , 0) + (-z) (-1 , -3, -2) 
T" 1 (x,y, z) = (x.x, x) + (2y + 2z, -y - z, 0) + (z, 3z, 2z) 

T“ l (x, y, z) = (x + 2y + 3z, x - y + 2z, x + 2z) 
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8.3 MUDANpA DE BASE 

Sejam A e B bases de ura espa$o vetorial V. Pretende-se relacionar as coordenadas de 
um vetor v em reJa^ao a base A com as coordenadas do mesmo vetor v em rela^ao a base B. 

Para simplificar, consideremos o caso em que dim V = 3. O pioblema para os espa^os de 
dimensao n & anaiogo. Sejam as bases A = { v t , v 2 „ v 3 } e B = {w L , w 2 , w 3 } , 

Dado um vetor v G V, este seri combina^ao linear dos vetpres das bases A e B: 

V=XjVj +X 2 V 2 +X 3 V 3 (1) 


ou: 


V A =CXl,X 2 ,X3> 


e: 


v*yiw, + y 2 w 2 + y 3 w 3 


( 2 ) 


ou: 


v B = (yi»y2,y 3 ) 

Por sua vez, os vetores da base A podem ser escritos em rela^ao a base B, isto 6: 
Vl -aftw t + a 2l w 2 + a 3I w 3 


Vi ~ au w i + a 2 2 Wj + a w w 3 


( 3 ) 


v 3 =a l3 Wi + a 23 w 2 + a 33 w 3 


Substituindo (3) em (1), temos: 


v = x,(anWi + a 21 w 2 + a 31 w 3 ) + x 2 (a 12 w 1 + a a w 2 + a 32 w 3 ) + x 3 (a 13 + a 23 w 2 + a 33 w 3 ) 


ou: 


v = (anx t + a l2 xj + a 13 x 3 )w 1 +(a 21 x, + a 22 x 3 + a 23 x a ) w 2 + (a 3 iX 2 + a 32 x 2 + a 33 x 3 )w 3 (4) 
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Comparando (4) com (2), vem: 
yi - a n x i +ai2 x 2 + a 13 x 3 

y 2 = a 21 X 1 + a 22 x 2 "*■ a 23 x 3 
Y3 “ a 31 x l a 32 x 2 * a 33 x 3 

ou, na forma matricial; 


yi 


— 

a lt a 13 a l3 


Xi 

Y2 

= 

aji aj2 a 23 


x 2 

ys 


a 3i a 32 a 3 3 


x 3 


ou, mats simplesmente, peta equa^ao: 

W B = [I]p [v] A (5.3) 

sen do a matriz: 


a ll 

a ,2 

a l3 

a 2 i 

a 23 

a 23 

a 3l 

a 32 

a 33 


chamada matriz de mudanga de base de A para B. 

Notemos que o papel dessa matriz d transformar as componentes de um vetor v na base A 
em componentes do mesmo v na base B. 


Observances 

1) Comparando a matrix [I] A com (3), observamos que cada coiuna, pela ordem, e 

B 

formada pelas componentes dos vetores da base A em relaijao a base B, isto 6: 



an 


a t2 

1 

a l3 

[v.l B = 

a 2l 

• t v J 1 B = 

a 32 

u 

W 

11 

a 23 


a 31 


1 

S 

l 


a 33 

u — 
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2) Amatriz [1J* 

3) A matriz [1]^ 

B 


6 tambem conhecida como matriz de transi^ao de A para B. 
6 , na verdade. a matriz do operador linear identidade 


I; V *. V 

V < * V 


considers do nas bases A e B. Esse fato fica bem evidente no problems resolvido numero 3 do 
item 5.3.1. 


4) A matriz [I] por transformar os vetores linearmente independentes da base A nos 
B 

vetores linearmente independentes da base B, d inversfvel. Por conseguinte, da equagao 





pode-se obter: 


[v] A =([!]*)" I v] B 


( 6 ) 


Jf 

donde se concluj que 

isto €, a inversa da matriz-mudan^a de base de A para B d a matriz-mudan^a de base B para A. 


5.3.1 Problema Resolvido 

3) Sejam as bases A * { Vj f v 3 } e B - { w j , w 2 } do 1R 2 , onde 
Vi = (2, -1), v 2 = (-1 ,1) e Wj - (1 , 0), w 2 = ( 2 , 1) 


a) Determjnai a matriz-mudan^a de base de A .para B. 
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b) Utilizar a matriz [1] A 

B 


para calcular [v] , sabendo que 


4 


[v] 



3 


Soktfao: 
a) Pretendemos 



calcular: 

&J2 


a 2 i a 22 

t t 

[V|] B [v 2 ] b 


Expressemos os vetores da base A em rela^ao a base B: 

v x - (2, -1} = an (1 , 0) + a ? i(2, 1) 
ou: 


( an + 2a 2 i - 2 

a 2i " -1 

si stem a cujas raizes sSo : 

an =4 e a 2i =-l, isto 6 , [vj J = 

Jj 

v 2 = (-l,l) = a 12 (l ( 0) + s»(2,l) 
on: 

a i2 + 2a M = -1 

. a 2 2 = i 

sdstema sujas raizes sao: 

an~-3 e a OT = I, istoi, [v a ] = 

B 


4 



238 Algebra linear 


logo: 



-3 

1 


b) Sabendo-se que: 


[vJ B = [lit [v] A e [v] A = 


B 


4 

3 


obtemos: 




4 -3 


-1 1 


3 _! 


[V] = 

t lg 


7 

-1 


Caso o lei tor queira conhecer o vetor v na base canonica, basta fazei: 


v = 4(2,-!) + 3(-l,l) = (5,-l) 


o u; 


v = 7(l,0)-l(2,l) = (5,-l) 


Observa$ao 

Se o problema consistisse apenas em calcular v a partir de v t sem utilizar a matriz 

JS Si 

[1}_ , bastaria determinar o vetor v na base canonica, i$to d, v=(5,-l) e, posteriormente, 
B 

resolver a equa^ao 
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(5 i -l) = a 1 (1.0) + a a (2,l) 


para encontrar a 3 = 7 e a 3 - *1. 

A utiHzaipo da matriz-mudan^a de base ainda seri vista em outros assuntos deste livro. 


5.3.2 Outra forma de Determ inapao da Matrix -Mudanca de Base 

A 

A matriz-mudan^a de base [ I ] pode ser determinada de uma forma diferente. 

B 

Valendo-se das bases A e B do problema anterior e sendo C — {(1,0), (0, 1)} abase 
canonica, vem: 


[l] 


A 

C 


2 

-1 


-1 

1 


t t 


V) v 3 


( 2 ,- 1 ) = 2 ( 1 , 0 )- 1 ( 0 , 1 ) 
(-1,1) = -1(1,0) +1(0,1) 
e,de forma analoga : 



t t 

w t w 3 

Assim , a matriz - mudan 9 a de base de uma base qualquer para a canonica € a matriz que se 

A B 

obt£m daquela base dispondo sens vetores em colunas. F alamos [I] c = A e [1]^ = B. 
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Lembrando 0 que toi visto em 4.5.3 sobre composts de transforma^oes lineares e levando 
em conta a Observa^ao 4) de 5.3, podemos escrever: 

P)g*[lol]*-[llg Pip = ([>]*)'’ A 

Entao, para as bases A e B dadas. temos: 


1 2 

-1 

2 -1 


J -2 


2 -i ; 

0 1 


-1 1 


0 1 


-i i 


4 *-3 
-1 1 

5,3,3 Aplicapoes da Matriz-Rotacab 

Vimos que a matriz-rota^ao do piano de um angulo 0 e: 


cos 8 

-sen 0 

sen 6 

COS0 


Observemos que as imagens de (1,0) e de (0,1), pe!a rota^ao 0, s§o: 


cos 0 

-sen 0 


1 


COS 0 

sen 0 

cos 0 


0 

L - 


sen 8 


cos 0 

-sen 8 


0 


-sen 0 

isen 0 

cos 0 


1 


cos 0 


respectivamente. 
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Port ant o, a base P={ui,u a }, sen do u t =(cos (9, sen0) e u 2 = (-sen 6, cos 0), t 
obtida da base canonica C - {«i ,e 2 } , sendo e 2 = (1 , 0) e e 2 =(0, 1), pela rota^o de um 
angulo 6. Assim, como a base canonica C deter mina o sistema de coordenadas ret angular es 
xOy, a base P determina tambim um sistema de coordenadas retangulares x'Oy' que provtfm 
do sistema xOy por meio da rotate de um angulo 6. Consequentemente. cada ponto R ou 
cada vetor v do piano possui coordenadas (x,y) em relate ao sistema xOy e (x\y') em 
rela^So ao sistema x'Oy'. 


y 



A matriz-rotagao pode ser encarada como matriz-mudan^a de base de P para C, 
isto 4: 


II] 


P 

C 


co$0 -sen 9 


sen 6 cos 0 


pois; 


(cos 0, sen 9)~ cos 6 (1,0) + sen 6 (0, 1) 


(-sen 0, cost?) = -sen 0(1 , 0) + cos 0 (0, 1) 
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Pot exemplo, para d - 90°, tcm-se a base: 

P= { (cos 90°, sen 90 fl ), (-sen 90°, cos 90°)} = {(0, 1), (-1, 0) } 
e, portanto: 

0 -f 

1 0 



Consider an do v p = (4, 2) t o vetor v na base candnica e: 


M c -m p c M p - 



As figuras mostram que o vetor v que tern componentes 4 e 2 na base : 

P' {(0.1), (-1,0)} 

(cm componentes -2 e 4 na base: 

C - {(1,0), (0,1)) 
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No caso de mudan^a de base de C para P, ja vimos que: 




cos 8 -sen 8 

sen 8 cos 8 


-i 


ou seja: 


[I]. = 


cos 8 sen 8 


^-sen 8 cos $ 


Por exemplo, para uma rotapao de 6 =45° no sistema xOy, o vetor v = (x, y) = (4, 2) 
na base canonica seTd Vp = (x 1 , /) - (3 y/2 , - %/2 ) na base P, 


De fato: 


(v] p = 


[V]p = 


cos 45° 

sen 45° 

-sen 45° 

cos 45° 

V2 

sn 

2 

2 


V2 

2 

2 


[v]p = 


3v/2 


-V^ 
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54 MATRIZES SEMELHANTES 

Seja T: V — *V um operador linear. Se A e B sao bases de V e [T] e pf] as 
matrizes que represent am o operador T nas bases A e B, respectivamente, entao: ^ 

m,K[i]>' m A m* (5.4) 

B 

sendo 1 1] a matriz-mudan$a de base B para A. 

De fato : 

Felo conceito de matriz de uma transforma^ao linear (4.4) podemos escrever; 

[T(v)] A = tT] A W A m 


e: 


trWl.-rn.M, 

B 

Sendo [I] a matriz-mudanga de base de B para A, tenvse: 
Mr<W, e rr(v)] A = m A 1 T(v)1 b 


( 2 ) 
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Substituindo [v] e [T(v)l em (1), resulta: 
A A 

m>(v)i B =[T] A m>i B 


Como a matriz 



e mversi'vel (Observagao (4) de 5.3), vem: 


et(v)) b =([i]®)- m A m’ m b 


Comparand© essa igualdade com a (2), conclui-se: 

m B =ai]®)- m A m® 

que 6 a reiagao apresentada (5 .4). 


Fazendo 



= M, a retagao acima fica: 


tT] B =M-‘ [T] a M 


(5.4a) 


nao se podendo esquecer que M € a matriz - mudanga de base de B (2? base dada) para 
A ( 1 ? base dada). 

As matrizes [T] A e [T] B sao chamadas semelhantes. 

Por conseguinte, duas matrizes [T] A e [T] B sao semelhantes quando defrnem em V um 
mesmo operador linear T. Mais precisamente, duas matrizes [TJ A e [T] B sao semelhantes se 
exists uma matriz inversivel M tal que 


m B = M it) a m 


0 esquema a seguir mostra que existem duas maneiras de se obter T (v) B a partir de v A : 

ITJa _ 

* 4 ► tm a 


M 


- 1 


t 

V B 


M 


- 1 


ITIb 


t 

T<v)b 
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5.4.1 Propriedade 

As matrizes semelhantes [T] A e [T] B possuem o mesmo determinants. 
De fa to: 

De 

[T1 B -M- 1 [TJ a M 

vem: 

m|T]b“(T] a m 

e: 

det M . det |T] B = det [TJ A „ del M 
ou: 

det |T] B - det [T] a 

5.4.2 Problemas Resolvidos 

4) Sejam T: IR 3 ► IR 3 um operador linear e as bases 

A= {(3, 4), (5, 7)} e B= {(1,1), (-1,1)} 

t 

e seja; 


m 


A 



4 

-1 


a matriz de T na base A. Calculemos [T ] ^ pela rela^ao: 

[T] b = m- [T| a m 
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na quaJ M € a matm-mudanfa de base de B para A. Necessi tamos da matrix M que sera 
calculada pela relafio apresentada em 5.3.2: 

M = [I] B = A -1 B 
1 1 A 

isto 4 : 



- 


-1 

* 


- 





F~ 


3 

5 


1 -1 


7 

-5 


1 -1 


2 -12 

M = 

4 

7 


1 1 


-4 

3 


1 1 1 

— 

-l 7 












p_ — 


e: 


M 


-i _ 


2 

2 

2 

2 


logo: 


m • 


B 


2 

2 

2 

2 


-2 

2 


4 

-1 


2 -12 
-1 7 


[T] - 


B 


5 

1 


S 

i 



1 

Is* 

1 

M 

K> 

1 


1 

" i 


t T1 B = 


2 -4 


1 -5 
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Ob&ervagio 

Pode-se verificai, atravti do exemplo , que real men te as matrizes [T] e [T] sao 

A if 

semcihantes, isto i t que na transformaflo linear defmida em It 2 por essas matrixes, era bases 
diferentes, um vetor v G R 2 tem a mesma image m T (v). 

Seja o vetor v^ = (2, -1). 

I) Cilculode T(v) A por meio de [T] A : 

tT(v)] A =m A M A 


[T(v)J a = 


-2 4 


2 


-8 

2 -1 


-1 


5 


II) Cdlculode v B por meio de M _1 partindode v A : 

Mb' m " M a 




r* n 


- 

2 6 


2 


1 

4 i 


-1 


0 

2 

L J 


_ 


“ — 


III) Cilculode T (v) R por meio de M" 1 partindode T(v).: 
[T(v)] b = M > IT(v)] a 


1T(v)) b = 
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IV) Cdlculode T(v) b pormeiode [T] g : 
[T(v)] b -[T] b [v] b 


[T(v)] b = 



Assim, o vetor v tern a mesma imagem T(v) por rneio do operador linear T, definido em 
R 2 pelas matiizes [T] A e [T] g , em bases diferentes. 

V) Por outro lado, as matrizes semelhantes tem o mesmo determinante: 


det [T] A = 


-2 

2 


4 

-l 


= 2 - 8 = -6 


det [T] = 


2 -4 
I -5 


= -10 + 4 = -6 


5) Seja o operador linear T: HR 2 * R 2 definido por: 

T (x, y) = (2x + 9y, x + 2y) 

Determinar [T] , matriz canonica de T, e a seguir utilizai a rela^ao: 
[T] b = M 1 [T] M 

para transforma-la na matriz de T na base : 


B={(3,l),(-3, 1)} 
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So/upSo 

£ imediato que: 


2 



1 


9 

2 


A matriz M de mudan^a de base de B para a canonica A 6 dada por: 
M = A" 1 B 


ou: 


M = 


mas: 



logo: 



e: 



1 

2 

1 

2 
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Portanto : 




[T] 


B 



0 - 

-l 1 


Qbservagio 

A matriz diagonal 

5 0 

0 -1 

que represents T na base B, € mais simples, no sentido de “estnitura” que a matriz canomca 
de T: 

~2 9 ^ 

1 2 

no problema resolvido n9 4 esse fato nao ocorreu. A simplifica$ao da matriz do operador 
T esta ligada a escolha adequada de uma base, pois i a matriz de mudan^a de base M que atua 
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sobre a matriz de um operador linear para transformd-la em outra matrix do mesmo operador. A 
escolha da base "certa”, que torna a matriz do operador T o mais simples possivel, 6 objeto de 
estudo no prdximo Capitulo. 

5.5 OPERADOR ORTOGONAL 

Seja V um espa$o vetorial euclidiatio. Um operador linear T:V — — »V e ortogoml se 
preserva o mOdulo de cada vetor, isto £, se para qualquer v£ V 

I T (v) | ~ | v 1 


Observances 

1) Tendo em vista que o mddulo de um vetor i calculado por meio de um produto interno 
{ I v 1 = \/v7v), os operadores ortogonais s£o definidos nos espagos vetoriais euclidianos. 

2) Nos operadores ortogonais, serao consideradas somente bases ortonormais em V e, 
particularmente, a base canonica. 


Exemp/os 

1) No M 2 , com o produto interno usual, o operador linear definido por: 

T/ . f 4 A 3 3 4 , 

T(x,y) = (-x +-jy, — x --y) 

6 ortogonal. 

De fa to: 


|T(x,y)| = 


(|x *j y y 





IT(x,y)| = 



. 24 9 , 

+ 25 xy + 25 y 
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ou: 

i T(x,y) j = Vx 2 +y 2 = I (x, y) i , V (x, y) E IR 2 

2) Consideiemos o R 2 com o produto interno usual. A rota^ao do piano de um angulo 
6 dad a por: 

T (x, y) = (xcos 8 - ysen 0, xsen 8 + ycos 6) 

6 ortogonal. (A verifica^So flea a cargo do leitoi.) 

2) No R 3 , com o produto interno usual, o operador linear dado poi: 

T(x»y, z) =(-y, x, -z) 

£ ortogonal. 

De fato: 

I T(x> y , z) | = J (-y) 2 + x 1 + (-z) 2 = yjx 2 + y 2 + z 2 = |(x,y,z)j 
Observapfo 

0 produto intemo de dois vetores u “(at , a„) e v = (bi b tt ), em rela$ao a uma 

base ortonormal, 6 dado pot: 

u . v = a L bj + „. + a ft b (verifica$ao a cargo do lei tor) 

Se esses vetores forem expressos na forma matricial : 
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conclui-se que: 

[u . v] = [u]' [v] 

onde [u] 1 indica a matriz transposta de [u] . 


Observagao 

No Apendice, a matriz transposta de A, por exemplo, 6 representada por A T ; aqui, a 
transposta seni representada por A*, uma vez que T esta sendo utilizado para representar um 
operador linear. 


5.5.1 Propriedades 

* 

I) Seja T :V — ►V um operador ortogonai sobre o espa^o eudidiano V. Entao, a 
inversa da matriz de T coincide com a sua transposta, isto e: 

[T] - 1 - [Tl l 

De fato: 

I v | — | T(v) | 
ou; 

%/V 7T= VT(.v).T(.v)' 
istod: 

v . v = T(v) . T(v) 

ou; . 

[v.v] =[T(v).T<v)] 


ou ainda: 

[»1‘ tv] = [T(v)]» [T(v) ] 


mas: 


(T(v)]‘ [T(v)] «([T] [v])< [T] [v] = [v]* [T] * [T] [»] 
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M* [v] - [v]< IT]' [T] [V] 

e, finalmente: 

[T]' [T] =1 

ou: 

rn'-m " 1 

A matriz [T] , tal que [T) t = [T]" 1 , 6 chamada matriz onogomt. Portanto, uma 
matriz ortogonal define um operadoi ortogonal. 

A matriz canonica do exemplo 1), item 5.5. 


[T] = 


4 

5 

3 

5 


3 
5 

4 

5 


t ortogonal, pois: 



A matriz-rota^So : 



cos $ 

-sen 8 

sen 8 

cos B 
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do exemplo 2), item 5.5 € tambfrn ortogonal, pois: 


[T]* = 


cos 9 

sen 0 

-sen $ 

cos 0 


= [T] 


-1 


II) O determinate de uma matriz ortogonal e +1 ou -1. 

De fa to: 

Sendo [T) ortogonal, (TJ 1 [T] ^ 1. 

Logo: 

det ( [T] * [T] ) - det I 

ou; 

det [T( f det |T| = 1 

Como det [T J = det [TJ*, vem: 

(det [Tj ) 2 = l 
ou seja: 

det [T] - +1 ou det [T] = -1 

Dessa propriedade conclui-se que todo operador linear ortogonal d inversfvel. 

III) Todo operador linear ortogonal T;V * V preserva o produto interno de vetores, 

isto para quaisquer vetores u, v G V, tem-se : 

u.vsT(u).T(v) 

De fa to: 


|T(u) . T(v)) = [T(u)]< (T(v)l = (|T] [uj )* [T] [v] = |u]* (T]» (T| [v] 
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mas: 


m* m = i 


logo: 


[T(u) T(v)] - [u]‘ [v] - [u .v] 
e: 

u . v = T(u) .T(v) 

Decorre dessa propriedade que todo operador ortogonal T:V *■ V preserva o angulo 

de dois vetores, isto i, o angulo entre dois vetores u e v d igual ao angulo entrc T(u) e T(v). 

Esse fato e a deftnigao de operador ortogonal permitem concluir: T transforma bases 
ortonormais em bases ortonormais, isto e\ se {v lf ...,v } € base ortonormal de V, entao 
{T(vi), Tfvn)} 6 tambdm base ortonormal de V. Essa propriedade, como ainda veremos, 6 
de grande importance na construgao de novas bases ortonormais { u t , u 2 } do R 2 , a partir 
da base canonica {ei,e 2 }, e na criagao de urn novo sistema de coordenadas retangulares 
x'Oy', a partir do sistema xOy, oonforme sugere a Figura 5.5.1a. 



Essa transformagao, no piano, da base canonica para outra base ortonormal por meio de um 
operador ortogonal T : R 2 — * R 2 pode ser vista de duas maneiias: 

a) A base {u lf u 2 } provdm da base canonica {e ll e 2 } por uma rotagao, conforme 
a Figura 5.5.1a, e, nesse caso, det [T] = +1. 
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Reciprocamente, se det [T] = + 1 e T ortogonal, T e uma rota^ao. 

b) A base {u lt u 3 } prov^m da base canonic* {©j , e 3 } por uma rotafio seguida de 
uma reflexlo na origem de apenas um dos vetores (Figura 5.5.1b) ou vice-versa. Nesse case, 
tem-se: 

det (T) = -1 



Ftgun 5.5.1b 


Assim, por exemplo, o operador ortogonal, representado pela matrix 


\/3 J_ 

2 2 

J_ y/3_ 

'2 2 

€ uma rota 9 §o, pois 


%/3 j_ 

2 2 


1 

2 


2/1 

2 


1 


0 que dissemos para o R a 6 vSlido para o R 3 . 
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Per exemplo, o ope rad or ortogonal no R 3 representado pela matrix 


cos 9 

-sen 6 

0 

sen 9 

cos 9 

0 

0 

0 

1 


6 uma rotapio, pois det A * 1 para qualquer valor de 9. 

IV) A composta de duas tr&nsformafdes ortogonais i uma transformaplo ortogonal 
ou, equivalent emente, o produto de duas matrixes ortogonais 6 uma matrix ortogonal. 

V) As colunas (ou linhas) de uma matrix ortogonal sfo ve tores ortonormais . 

De fa to: 

Sejam A = (ej , e 2 , .... e n } uma base ortonormal do espa^o vetorial euclidiano V e 
T: V ► V um operador linear ortogonal representado nesta base peia matrix: 


*11 

*12 

*| ft 

*11 

a n 


■ . 

* 

*■* 

1 

* 

*** 

* 

* 

*** 

a ni 

a m 



Tendo em vista que: 

I e, | = | e 2 | = ... = le n I = 1 e 

e, .ej = 0, i ^ j 
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e que 


T(e, ) - a u e t + a 2 i e 2 + ... + a m e n 
T(e 2 ) = a, 2 e, + a 21 e 2 + + a n2 e n 


T^ e n) a m e i + a 2n e 2 + -■ + 3 nn e n 


pod e- sc escrever: 


I T(e, ) 1 2 = T(ej ) . T(e» ) = a?, + a^ + ... + a>, = I 
I T(c 2 ) | 2 -T(e,).T(«,)-*}a+ib + ... + •!, = l 

* n « ■ ■-**#** 

■ ■ m m a « # ■ m m 

I T ( e n ) I 2 = T(e n ) . T(e n ) = a 2 n + a 2n + ... + a^ ~ 1 


e: 

T (e-) . T(®j) - + a 2 ja 2 j + ... + a m a n j — 0 


Logo, as colunas 


'a 2 f 


^ 12 


"am" 

a 2 i 



m m ■ 

a 2n 

a m 

-i 

p 

w 

< 

t 

a nn_ 


representam ve tores ortonormais do espago V e, consequentemente, formam uma base ortonor- 
mal desse espa^o. 
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Example : 

Seja a matriz: 



1 

0 


~V2 

sn 

A = 

0 

0 1 


1 

» 0 


l V2 


Os vetores-colunas de A sao : 


e: 


“' = ( -^’ 0 ’^ ) ’ Ul = ( ^'°’^ ) e U3=(0 • 1 ■ 0, 


I Uil = | U 2 M u 3 | = 1 


e tamb^m: 


U t . U 2 = U] . U 3 = u 2 . u 3 = 0 


logo, o conjunto: 

{u,,u 2 ,u 3 } 

£ uma base ortonormal do R 3 . 


Aldm disso, como det A = 1 (verificar !), a matriz A represents uma rota^ao do espago. 

5.6 OPERADOR SIMGTRICO 


Diz-se que um operador linear T:V ►V 6 sim&rico se a matriz que o represents 

n uma base ortonormal A £ sim^trica, isto 6 , se : 

m*=m* 

Observances 

1) Demonstra-se que a matriz do operador simfitrico £ sempre sim^trica, independente da 
base ortonormal do espa^o. Em nosso estudo, trabalharemos somente com bases canonicas. 

Entao, T : V * V 6 simttnea se [T] 1 = [T] 


2) O operador simetrico e tambem chamado operador auio -ad junto. 
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Exemplos 

1) 0 operadoi linear 

T:R* ► R 2 , T (x, y) = (2x + 4y, 4x - y) 

t simdtrico, pois a matriz canonica de T 


[T] = 


2 4 

4 -1 


6 simdtrica, isto € „ [T] 1 = [T] . 


2) No 1R 3 o operadoi T definido por; 


T (x, y f z) = (x -y, -x + 3y - 2z, -2y ) 


6 simdtrico e sua matriz can&nica 6 : 


[T] 


1 -1 0 
-1 3 -2 

0-2 0 


5.6:1 Propriedade 

Seja V urn espa^o vetorial euclidiano. Se T:V — * V g um opeiador simgtrico, entao 
para quatsquer vetores u,vG V, tem-se; 

T(u).v = u.T(v) 

De fa to: 

[T(u) . v] = [T(u)] 1 [v] = ([T] [u]) 1 [v] = [u] 1 [T]* [v] = [u]' ([ T] [v])= (u . T(v)J 

logo; 


T(u) . v = u . T(v) 
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ExemplQ 

Sejao operador $im£trico ( no R 2 , definido por: 

T (*> y) = (x + 3y , 3x - 4y) 

Consideremos os vetores u = (2, 3) e v = (4, 2) e calculemos T(u) e T(v): 

T( u ) = T(2, 3) = (1 1, -6) 

T(v) = T(4, 2) ~ (10, 4) 

mas: 

T(u) . v = (11, -6) . (4, 2)= 44 - 12 = 32 
u .T(v)=(2,3) .(10,4)= 20+ 12 = 32 
Como $e v£: 

T (u) . v = u . T (v). 

5.7 PROBLEMAS PROPOSTOS 

1) A seguir sio dados operadores lineares T em R 2 e em R 3 . Verificar quais sao mversfveis 
e, nos casos afirmativos, determinar uma formula para T' 1 . 

a) T : IR 2 — * R 2 , T (x, y) * (3x - 4y, -x + 2y) 

b) T: R 2 > R 2 , T (x, y) - (x - 2y, -2x + 3y) 

c) I: R 2 + R 2 , T (x, y) = (2x - y, -4x + 2y) 

d) T:R 2 * R 2 , T (x, y) = (5x + 2y , -4x - 2y) 

e) T:R 2 * IR\ T(x,y) = (x,-y) 


f) T: R 3 


R 3 , T (x, y, z) - (x - y + 2z, y - z, 2y - 3z) 
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g) T: R 3 — JR 3 , T (x, y , z) = (x + y - z, x + 2y, z) 

h) T:R 3 — ► R 3 , T(x, y, z) = (x,x-z, x-y- z) 

i) T: R 3 ► JR 3 , T (x, y , z) = (x - y + 2z, y - z, -2x + y - 3z) 

j) T: IR 3 ► R\ T(x, y, 2 ) - (x + z, x - z, y) 

2) Seja o operador linear T: R 3 ► R 3 defmido pela matriz: 

1 0 1 

2 1 

0 0-1 

a) Mostrar que T e um isomorfismo. 

b) Determinar a lei que define o operador T" 1 . 

c) Utilizar a matriz de T ou de T" 1 para obter o vetor v e R 3 tal que T(v) = (2, -3, 0). 

3) Mostrar que 0 operador linear , no R 3 , definido pela matriz 

1 2 3 

2 3 4 

3 5 7 

L _J 

nao 6 inversivel. Determinar v £ ]R 3 tal que T(v) = (6, 9, 15), 

4) Verificar se o operador linear T: R 3 *R 3 definido por T(l, 0,0) = (2,-1, 0), 

T (0, -1,0) = (-1 , -1, -1) e T (0, 3, -1) = (0, 1, 1) 6 inversfvel e, em caso afirmativo, 
determinar T -1 (x, y, z). 


Operadores linear es 


265 


5) No piano uma rota^ao de radianos 6 seguida de uma reflexao em torno do eixo dos y. 

a) Mostrar que a transforma$ao 6 um isomorfismo. 

b) Determine a inversa da transformant) definida. 

6) Seja T: IR 2 — ** 8R 2 o operador linear que transforma u em T(u) e v em T(v), 
conforme a figura. 

a) Dar a lei do operador T. 

b) Determinar a transforma^ao linear que transforma T(u) em u e T(v) em v. 



7) Utilizar a inversao de matrixes 2x2 para mostrar que: 

a) A transformable linear inversa de uma reflexao em torno do eixo dos x 6 uma reflexao 
em torno desse eixo. 

b) A transformagao inversa de uma dilatasao ao longo de um eixo 6 uma contra^ao ao longo 
desse eixo. 

c) A inversa de uma rota^ao do piano de um angulo $ 6 a rota^ao do piano do angulo - 6 . 


266 Algebra linear 


8 ) 


9) 

10 ) 


11 ) 


Considereffios as seguintes bases do R a : A - { (1, 1), (0, -1) } e B = { (2, -3), (-3, 5)} . 

a) Deteiminar a matriz-mudanga de base [I] A , 

B 

b) Utilizar a matriz obtida no item a) paia calculai v B , sendo v A = (2,3). 

c) Determine a matriz -mudanfa de base de B para A. 

Repetir o problems 8 para as bases A - { (3, -1), (1, -2) } e B = {'(3, 2), (2, 2)} , sendo 
v A - (4, 3). 

Sejam B = {(1, 0), (0, i)> , Bj = {(1, 1), (-1, 0)} , B 2 = {(-1, 1), (2, *3)} e 
B 3 = {(2, 1), (-5, -1)} f basesdolR 2 

a) De terminal as matrizes-mudan^a de base: 

. in* 

b) De terminal o vetor - coordenada de v = (-3, 4) em rela^So as bases B, B a e B 3 . 
Sabendo que: 



e B = {(3, 5),(1, 2)} , 


determinar a base A, 
12) Sabendo que: 


[I] 


A 

B 


- r 

-7 6 

-11 8 


e A= {(1,3), (2,-4)} , 


determinar a base B. 
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13) Abase B 6 obtida da base canonica A do R 2 pela rota^io de -y rad, Calcular: 

a) in* 


14) Co n side re mo s as seguintes bases do R 3 : 


A = {(1 ,0,0), (0, 1,0), (0,0* 1)} e B = {(1,0, -1),(0, 1,-1), (-1, 1, 1)} 

a) Determinaf a matriz [II. 

B 

* 

b) Utilizar a matriz obtida no item a) para calcular v fi , sendo v A =(1,2, 3), 

B 

c) Determinar a matriz [I] . 

A 


15) Se 


K = 


1 1 


1 1 1 


determinar [v] A , sabendoque: 


[vj 


B 



16) Mostrar que para qualquer base A de um espa^o vetorial, a matriz-mudan^a de base 
[I ] A da matriz identidade . 

1 7) Em rela^ao aos operadores dados, determinar primeiramente a matriz de T na base A e , a 
seguir, utilizar a rela^ao entre matrizes semelhantes para calcular a matriz de T na 
base B. 
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a) T: IR 2 — ► IR 2 , T (x, y) = (x + 2y, - x + y) 

A- {(-1,1),(1,2)} e B= {(1.-3), (0,2)} 

b) T: IR 3 * IR 2 , T(x,y)=(2x-3y,x + y) 

A = {(1,0), (0, 1) } e B= {(3,0). (-2,-1)} 

c) T: JR 3 ► IR 2 , T <x, y) = (7x - 4y, -4x + y) 

A e a base canonica e B = { (-2, 1), (1 , 2) } 

d) T: IR 3 — >IR 3 , T(x,y,z)=(x-2 y -2z >y ,2y+3z) 

A € canonica e B = {(0, 1, -1), (1,0,0), (-1,0, 1)} 

18) Seja T:IR 2 *■ IR 2 um operador lineal. Consideremos as bases A candnica e 

B = { (4, 1), (-1 1, -3) } * Sabendo que 


5 
2 

determinar [T] A , utilizando a relagao entre matrizes semelhantes. 

19) Seja o operador linear T: R 2 — *■ IR 2 , T(x, y) = (x + y, x - y). 

a) Determinar [T] B , sendo B - {(l, 2 ), ( 0 ,- 1 )} , 

b) Utilizer a matriz encontrada em a) para calcular T (v) fit sabendo que v = (4,2). 

20) Encontrar tres matrizes semelhantes a matriz: 

! 1 1 



-1 


2 
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21) Quais dos seguintes operadores sao ortogonais? 

a) T:R ,_ Rj , T( l , y) = (ix^,-L s ^ y) 

b) T: R 2 — R 2 , T (x, y) = (-y, -x) 

c) T:R 2 > R 2 , T (x, y) = (x e y, x - y) 

22) Dentre os seguintes operadores lineares, verificar quais sao ortogonais : 

a) T: R 3 ► IR 3 , T(x,y, z)= (z.x, -y) 

b) T: R 3 * IR 3 , T (x, y, z) = (x, y, z) 

c) T: R 3 ► R 3 , T (x, y, z) = (x, 0, 0) 

d) T: IR 3 rR 3 , T(x,y, z)“ (x, ycosd + zsend, -ysen 9 +zcos 0) 

23) Verificar quais das seguintes matrizes sao ortogonais e, dentre estas, deter min ar as que 
represent am rotates: 


_3_ Jj_ 

b) 

3 4 

c) 

1 2 

5 5 


5 " 5 


s/s Vs 

4 3 


3 4 


2 1 

5 5 


1 5 5 


i* 1 

*> 
i 


i 

3 

e) 

1 

0 

-I 

0 

^ 1 

2 

2 

Vio 

Vio 

1 

1 

0 


3 

3 

3 


3 

1 






2 

2 

1 

Vio 

Vio 


1 -1 

I 

0 


3 

3 

3 








_2_ 

J_ 

_ _2_ 








3 

3 

' 3 

—a 


270 Algebra linear 


1 

1 

1 

h) 

i 

l 

— 

I 

0 

p 

cos 6 

0 

-sen & 

V3 

x/3 

V5 


V3 

‘ V6 

' v/2 


0 

1 

0 

n 

2 

1 


1 

1 

1 






y/2 

' yfi 


‘V3 

n/6 

'x/2 


sen $ 

0 

cosfl 

2 

1 

I 


i 

2 

A 





x/6 

' V6 

' x/6 


V5 

VS 

U 






24) Construir uma matriz ortogona) cuja primcira colwia seja: ► 


a) 


(-J- L 

V n/T V5 


h \ . 2 . . 2 , 

° 3 ’ 3 * 3 ' 


25) Mostrar que se A e B sao matnzes ortogonais, entao AB tamWm i ortogonal. 

26) Mostrar, por meio da multiplica^ao de matrizes, que uma rota^ao de 30° seguida de uma 
rota^So de 60° resulta em uma rota^Jo de 90° . 

27) Determinar a e b para que os seguintes operadores no IR 3 sejam sim^tricos: 

a) T: R 3 *■ R 3 1 T (x, y, z) * (3x - 2y, ax + y - 3z, by + z) 

b) T: R 3 * R 3 , T(x, y, z) = (x + 2z, ax + 4y + bz, 2x - 3y + z) 


5.7.1 Respostas de Problemas Pro pottos 

1) a) T" 1 (x, y) = (x + 2y,y x + -^ y) 
b) T-* (x,y).(-3x-2y.-2x-y) 


c) T nao 6 inversivel. 
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d) !' 1 (x, y) = (x + y, -2x -yy) 

e) T ' 1 (x, y) = (x, -y) 

f) T _1 (x, y, z) = (x - y + z, 3y -z,2y - z) 

g) T -1 (x, y, z) = (2x - y + 2z> -x + y - z, z) 

h) T -1 (x, y, z) - (x, y - z, x - y) 


i) T nao e mversivel. 

2 ~ . 2 7»-. 2 - 2 


j) I" 1 (x, y, z) = (4-x +4-y» z,-^x -4-y) 


2) b) T“* (x, y„ z) = (x + z, 2x - y + z, -z) 


c) v = (2, 7,0) 


3) v = (z, 3 - 2z, z), z G IR 


4) T “ 1 (x, y , z) - (-y + z, -2x - 4y + 7z, x + 2y - 3z) 


5) b) T _1 (x,y) = (-|x+^"y ) -^x+yy) 


6) a) T (x, y) = (2x - y, x + y) 

b)T-(x t y) = (^f, -f + f) 


8) a) 


® B 


8 -3 

5 -2 


b) = (7,4) 
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c) 



-3 

*8 


9) a) 



b) v B = (25, -30) 


c) 


8 

5 

9 

5 


6 

5 

8 


5 


10) a) 



i 




[I] 


B a 

B 




Ki- 



ll 

6 


b> v B = (-3, 4), v Bi =(4,7), 



1!) A* {(1,3), (1,-2)} 
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12) B- {(3.-2), (-2,1)} 


13) a) 



Vf 

2 


VT 1 

T 2 


b) 



VT 

2 



14) a) 


-1 


0 -1 


b) v B =(7 t -4 s 6) 


c) 


-1 -1 


-1 


15) 


-5 

3 

2 
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17) 


a) 

0 *3 


*5 4 

[T) a - 

1 2 

[T} b - 

p 

19 

'2 7 

b) 

2 -3 


0 5 

m A ■ 


m B = 

3 


1 1 

t 

-3 3 





<0 

1 -2 *2 


1 0 0 

(T] = 

0 1 0 

m. = 

0 1 0 


,0 2 3 

5 

0 0 3 


18) 



-3 

4 


19) a) 



-1 


-3 


b)T(v) B =(6, 10) 

21) Sio ortogonais a) e b) 

22) Sao ortogonais a), b) e d) 

23) Sio ortogonais: a), c), d), f), g)» h), i) 
S3o rotafSes: a), d), f). h), 0 
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rt a) a =-2 e b = -3 
b) a = 0 e b = -3 


CAPITULO 



VETORES PROPRIOS 
E 

VALORES PR6PRIOS 


6.T VETOR PROPRIO E VALOR PROPRIO DE UM OPERADOR LINEAR 

Seja T; V * — *■ V um operador linear Um vetor v€r V, v=^0, e vetor prdprio dt 
operador T se existe R ta! que 

T(v)-\v 


O numero real X tal que Ttv) = Xv e denominado valor propria de T associado ao 
vetor prtiprio v. 


0bserv9$des 

a) Como se ve pela defini^ao, um vetor v=*0 $ vetor prdprio se a imagem T(v) for um 
mtiltiplo e scalar de v. No IR 2 e no IR 1 dirfamos que v e T (v) tem a mesma dire$ao_ Assim, 

dependendo do valor de X, o operador T dtlata v, contiai v, inverte a sentido de v ou o 
an ula no caso de X = 0. 

Na Figura 6.1a, o vetor v€ IR* e um vetor prtiprio de um operador T que dilata v, 
porque X> }. A Figura 6.1b mostra um vetor v que Mo 6 vetor prdprio de um operador T. 

b) Os vet ores prdprios sao tamb4m denominados vetores caraclen'sticos ou auto vetor es. 

c) Os valores prdprios sao tambdm denominados valores caracterfsticos ou autovalores. 
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Figura 6.U 


Fjgun 6 lb 


Exemplos 

] ) 0 vetor v = (5, 2) e vetor prdprio do operador lineal 

T : R 2 — * R 2 , T (x, y) = (4x + 5y , 2x + y) 
associado ao valor prdprio X = 6, pois: 

T(v) = T(5,2) = (30, 12) = 6(5, 2) = 6v 

Ja o vetor v = (2, 1) nao € vetor prfiprio deste operador T, pojs: 

T(2, 1) = (13, 5) X(2, 1) 

para todo X G R, 

2) Na simetria definida no R 3 por T (v) - -v, qualquer vetor v^O i vetor prdprio associado 
ao valor prOprio X = -1 . 

Observapao 

Tendo em vista aplica^oes em questoes de Geometria Anal it ica, serao estudados, neste 
Capifrulo, somente vetores prOprios e valores pr6prios de operadores lineares em IR 2 e em R 3 . 
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6.2 DETERMINAQAO DOS VALORES PROPRJOS E DOS 
VETORESPROPRIOS 

1 ) Determinagao dos valores prdprios 

Seja o operador linear T : R 3 — ■* R 3 , cuja matriz candnica 6: 


1 

a n 

a l2 

aj3 

A = 

a 2t 

a 22 

a 23 


a 31 

a 32 

a 3 3 

isto e , A = 

‘ [T] ■ 




Se v e X sao, respectivamente , vetor proprio e o correspondente valor proprio do opera- 
dor T, tem-se: 

A . v = Xv (v e matriz-coluna 3x1) 


oil; 


Av - Xv = 0 


Tendo em vista que v = Iv (I e a matriz-identidade), pode-se escrever: 


Av - XI v = 0 


ou: 


(A ' XI) v = 0 


(6.2a ) 


Para que esse sistema homogeneo admita solugoes nao-nulas, isto 6: 



X 


0 

V = 

y 

* 

0 


z 

— u 


_0 


deve*se ter; 


det (A - XI) = 0 
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A equagao det(A - M) = 0 i denominada equafdo caracteristica do operador T ou da ma- 
:riz A, e suas raizes sao os valores prdprios do operador T ou da matriz A. O determinante 
iet (A - \I) 6 urn polindmio em \ denominado polindmio card cteris tico. 

2) Determinagao dos vetores prdprios. 

A substituigao de \ pelos seus valores no sistema homogeneo de equagdes lineares 6.2a 
permite determinar os vetores pr6prios associados. 


6.2.1 Probfemas Resolvidos 

1) Determinar os valores prdprios e os vetores prdprios do operador linear 
T:IR 3 ► IR\ T(x, y, z) = (3x - y + z, -x + 5y - z, x - y + 3z) 


I) A matriz canonica do operador T e: 
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A equa^ao caractenstica do ope rad or T 6: 

3 - X -1 1 

det(A - XI) - -1 5 -X -1=0 

1 -1 3 - X 

isto e, desenvolvendo o determinante pela 1? linha e observando a alternancia dos sinais que 
precedem os produtos, vem: 



5 -X -1 


-1 -1 


-1 5 - X 

-X) 


-(-1) 


+ 1 



-1 3 -X 


1 3 -X 


1 -1 


(3 - X)(15 - 8X + X 2 - 1) + 1 (-3 + X + 1) + 1(1' 5 + X) = 0 

45 - 24X + 3X 2 - 3 - 1 5X + 8X 2 - X 3 + X - 3 + X + 1 + 1 - 5 + X = 0 

-X 3 + 1 1X 2 - 36X + 36 = 0 
ou: 

X 3 - 11X 2 + 36X - 36 = 0 

As solu^Oes inteiras, caso existam, sao divtsoras do termo independente -36. Com as 
devidas substitutes na equafao acima, constata-se que X = 2 e uma delas. Consequentemente. 
X'2 e um fator do polinomio caracteristico X 3 -] IX 2 + 36X r 36. Se dividirmos esse 
polinomio por X - 2, a equa^ao podera ser apresentada como; 

(X - 2)(X 2 -9X+ 18) =0 

j, portanto, as demais raizes sao solutes da equa<?So; 

L 

X 2 -9X+ 18 = 0 

Logo, os valor es prdprios do operador T sao: 

Xi = 2 

X 2 =3 
X3 = 6 
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II) 0 sistema homogeneo de equa?oes lineares que permite a determinate dos vetores 
prOprios associados £ : 

(A - XI) v = 0 

Cansiderando 


v = 


x 

y 


o sistema flea: 

3 - X -1 1 

-1 5~X -1 

1 -1 3 ~ X 


0 

0 

0 


(6.2c) 


X. =2: 


i) Substituindo X por 2 no sistema (6.2c), obtdm-se os vetores prdprios associados 


1 -1 1 


X 


- 

0 

-1 3 -1 


y 


0 

1 -1 1 


z 


0 

L J 


isto e: 


lx - ly + lz = 0 

-lx + 3y - lz = 0 

lx - ly + lz = 0 


O sistema admite uma infinidade de solu^Ocs prdprias: 


z = -x 


y = o 
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Assim, os vetores do tipo v x ' (x, 0, -x) ou vj = x(l, 0, -1), x # 0, sao vetores pr6prios 
associados a = 2. 

ii) Substiuiindo X poi 3 no si stem a (6.2c) obi£m-se os vetores proprios associados a 



O sistema ad mite uma infinidade de solufoes prbpnas: 

y - x 

Z = X 

Assim, os vetores do tipo Vj ~ (x, x, x) ou v 2 - x(l, 1, 1), x ^ 0, sao os vetores proprios 
associados a Xj - 3. 

in) Substituindo X por 6 no sistema (6,2c), obt£m-se os vetores proprios associados a 



isto 6: 

r 

-3x - y + z = 0 
<-x-y- z =0 
x - y - 3z = 0 
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0 sistema admite uma infinidade de solutes proprias: 

y = -2x 
?. - x 

Assim, os vetores do tipo v 3 = (x, -2x, x) ou v 3 = x ( 1 , -2 , 1), x=£0, sao os vetores 
prdprios associados a X 3 = 6. 


2) Determinar os valores prdprios e os vetores prdprios da matriz 



5 

1 


Soiu$£o 

I) A equa?ao caracterfstica de A 


det(A -XI) 


4 - X 5 


2 1 - X 


0 


:3to 6 : 

(4 - X)(l -X) - 10 = 0 

ou: 

4 -4X-X + X 2 - 10 = 0 

X 2 -5X -6 = 0 

As raizes dessa equa^ao sao: 

X! = 6 
X 2 = -1 


que sao os valores proprios da matrtz A. 
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II) 0 sistema homogen eo de equates lineares que permite a determinafao dos vetores 
prdprios associados i : 

(A - XI)v = 0 

Considerando: 


v = 


x 


y 


o si sterna fica: 


4 - X 

2 


5 


X 


- -H 

0 

1 -X 


y 


i 

L°J 


(6.2d) 


0 Substituindo X por 6 no si sterna (6. 2d), obtdm-se os vetores proprjos associados ao 

valor prrtprio Xi -6: 


-2 

5 


X 


- - 

0 

2 

'5 


y_ 


0 


isto e: 


-2x + 5y = 0 


I 2x - 5y = 0 


0 sistema admite uma infinidade de solutes prOprias: 



2 ^ 

Assim, os vetores do tipo Vj =(x— x) ou v, = x(ly-). x f ^0, ou, ainda, v l = x(5,2) 
sao vetores prdprios associados ao valor prOprio Xi - 6. 
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ii) Substituindo A por -1 no sistema (6. 2d), obt£m*se os vetores proprios associados ao 
valor proprio X 2 = - 1 : 


5 

5 


- 

X 


0 

2 

2 


y 


0 

_ _ 


isto i: 


! 5x + Sy = 0 
2x + 2y - 0 

O sistema admite uma infinidade de solu^oes prdprias; 


y = -x 


Assim, os vetores v 2 (x , ~x ) ■ x (I , -1), x ^ 0, sao os vetores proprios associados ao valor 

prdprio X 2 = -1 . 


3) Determinar os valores prdprios e os vetores proprios da matriz 


A = 




-16 


S 


I) A equa^ao caracten'stica de A € \ 


det (A - XI) 


-16 - X 10 


-16 8 'X 


- 0 


isto 


(-16 -X) (8 - X) + 160 = 0 
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ou; 

-128+ 16X- 8X + X I) 2 + J60 = 0 

X 2 + 8X + 32 = 0 

As raizes dessa equafao sao: 

-8 tv'8 2 -4 x 32 
* " 9 

, -8 ± V64 - 128 

X ' 2 

x = ^i 
2 

Xi = -A + 4i 
X 2 = -4-4i 

6, por conseguinte, a matriz A nao possui valores prdprios nem vetores propiios. 


Observagio 

Se na defin^ao de valor prdprio de urn operador linear T se admitisse X qualquer, real 
ou complexo, poder-se-ia dizer que a matriz A possui valores prdprios complexos e, em 
conseqiiencia, vetores prdprios de componentes complexas. Neste texto consideraremos apenas 
valores prdprios reais. 


6.3 PROPRIEDADES DOS VETORES PROPRIOS 
E VALORES PROPRIOS 

I) Se v e vetor prdprio associado ao valor prdprio X de um operador linear T, o 
vetor av, para qualquer real a¥=Q, e tambem vetor prdprio de I associado ao mesmo X. 

De fato: 


T (v) = Xv 
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e: 


T (ofv) = aT(v) = a (Xv) 


ou: 


T (av) - X(av) 

o que prova que o vetor av t vetor prdprio associado ao valor proprio X. 

Alids, os problemas resol vid os 1 e 2 servem para ilustrar essa propriedade. 


Observaqao 

Tendo em vista que av t: vetor proprio associado ao valor proprio X, fazendo 
1 

a - 

I v | 

pode-se obter sempre uni vetor proprio unitario associado ao valor prdprio X. 

II) Se X e um valor proprio de um operador linear T:V ► V, o conjunto de 

todos os vetores v€V, inclusive o vetor nulo, associado s ao valor proprio e um subespa$o 
vetorialde V. 

De fato, se , v 3 e S^: 

T(vi + v 2 ) = T(v 1 ) + T(v 2 >- Xvi + Xv 2 = X(v t +v 2 ) 
e,portanto, v t + v 3 £ S^, 

Analogamente,se verificaque av£ paratodo a £ IR, 

0 subespa<;o 

S x = {ve V/T (v) = Xv } 

^ denominado subespafo associado ao valor proprio X ou espapo carac ter is tico de T 
correspondente a X ou auto-espago associado a X. 
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Por exemplo, no problems resolvido n9 2 vimos que ao valor prGpiio A - 6 correspondent 
os vetores prbprios do tipo v = x (5, 2). Assim, o auto-espa$o associado a 6 6 : 

Sfi = {x(5 f 2)/x e IR} = f(5,2)) 

que represents uma reta que passa pela origem. 



III) Matrixes semelhantes tem o mesmo polindmio caracteristico e, por isso, os mesmos 
vabres proprios. 

De fato : 

Sejant T:V V um operador linear e A e B bases de V, Sabe*se que a rela$ao 

entre matrizes semelhantes [T] B - M" 1 [T] A M, sendo M a matriz-mudan^a de base de B 
para A. Entao : 

det ( [T] g - AI) = det (M _ 1 [T] A M - AI) = det (M ~ 1 [T] A M - AM" 1 1 M) 
det ([T] B - AI) = det (M _1 ( [T] A - XI) M) = det M‘ l del ( [TJ A - Al)det M 
det ( [T] B - AI) = det M - 1 det M det ( [T] A - M) = det (M " 1 M) det ( [T] A - AI) 


det ( [T] B - AI) = det ( [T] A - AI) 
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6.4 DIAGONALIZAQAO de operadores 

Sabe-se que, dado um operador linear T:V — ► V, acada base B de V corresponde uma 
matriz [T] que representa T na base B. Nosso propdsito 4 obter uma base do espa<;o de 
modo que a matriz de T nessa base seja a mais simples representante de T. Veremos que essa 
matriz 4 uma matriz diagonal. 


6.4.1 Propriedade 

Vetoes proprios associados a valores proprios distintos de um operador T: V — ► V sdo 
linearmente independentes. 

Faremos a demonstra^So para o caso de X| e X 2 distintos. A prova para o caso de n 
valores prdprios distintos e analogs. 

Sejam T(vi) = XjVi e T(v 2 ) = X 2 v 2> com X! ^X 2 . 

Consideremos a igualdade; 

atVi + a 2 v 2 = 0 (1) 

Pela lineaiidade de T, tem-se: 
aiT(v!> + a 2 T(v a ) = 0 


g a: 


a t X! v 2 + a 2 X 2 v 2 = 0 (2) 

Multiplicando ambos os membrosda igualdade de (1) por Xi , vem: 

a 1 X x v 1 + IjXjVj = 0 

Subtraindo (3) de (2): 

a 2 (X 2 - Xj )v 2 = 0 


Mas: 


X 3 -Xi *0 e v 2 *0 
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logo: 


a 2 = 0 

Substituindo a 2 por seu valor em (1), tendo em vista que v 1 =£0, vem: 
a, = 0 

Logo , o conjunto {v^vj e LI. 


Coroterio 

Sempre que tivermos um operador T:JR 2 ► R 2 com \ 2 , o conjunto { v x , v 2 } , 

formado pelos vetores proprios associados, sera uma base do R 2 . Este fato vale em geral, isto 6, 
se T: V ► V 4 linear , dim V = n e T possui n va lores proprios distintos, o conjunto 
C vi , v 2 t v n } , formado pelos correspondentes vetores proprios, e uma base de V. 


E Kemp to 


Seja o operador linear 

T: 1R 2 *■ R 1 , T(x, y) = (-3x - 5y y 2y) 

A matriz canonica de T 6: 


-3 


A = 


0 


-5 


2 


A equasao caractenstica de T ^ : 


-3 - X -5 

2 - X 


det (A - XI) = 


0 


0 
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ou: 

('3 - X)(2 -X) = 0 
X 2 + X - 6 = 0 

e, portanto, Xi = 2 e X 2 = -3 sSo os valores prdprios de T. Como X, ^X 2 . os correspondentes 
ve tores proprios formam uma base de R 2 . 

Calculando os ve tores proprios por meio do sistema homogeneo 


-3 -X 

-5 


X 


■ i 
0 

0 

2 -X 


y_ 

j 

0 


obteremos: 

• para X, = 2 os vetores v t = x(l . -1); 

• para X 2 = -3 os vetores v 2 = x(-l,0). 

Logo, o conjunto 


{( 1 ,- 1 ), (- 1 , 0 )} 


6 uma base de R 2 . 

Por outro lado , sempre que tivermos uma base de um espa<?o formada por vetores proprios 
e conhecermos os valores proprios associados, poderemos determinar o respectivo operador nesse 
espa?o. E o que faremos no proximo problems. 


6,4.2 Problema Resolvido 

4) Os valores prdprios de um operador linear T:R 2 ’■R 2 sao Xi — 2 e X 2 = -3, sendo 
Vj = (1. -1) e v 2 = (-1, 0) os respectivos vetores associados. Determinar T (x, y). 


Solugao 

Expressemos, inicialmente, (x, y ) em rela^ao a base { ( 1, - 1 ), (-1 , 0) j ; 


(x, y) = a ( 1 „ -1) + b (-1 , 0) 
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ou; 


a - b = x 
-a = y 


donde: 

a = -y e b = -x-y 
Logo; 


(x, y) = -y (1 , -1) + (—x -y) (-1 , 0) 


Apiicando o operador T, vem; 

T (x, y) = -yT (1 , -1) + (-x -y) T (-1 f 0) 


mas: 


T(l, -1) = 2(1, -!) = (2,-2) 


T (*1 , 0) = '3 (-1 , 0) = (3, 0) 


logo: 


T (x, y) =-y (2, -2) + (-x-y) (3, 0) 


ou; 


T(x, y) -(-3x - 5y, 2y) 


Observagio 

Chamando de P a base adma, isto 6 : 


p = {(1,-1), (-1,0)} 
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e observando que: 


T(l,-l) = 2(l,-l) = 2(l,-l) + 0(-l,0) 


T(-l ,0) = -3(-l,0) = 0(1, -1) - 3(-l,0) 


conclufmos que a matrix 


2 


[T] 


P 


0 


0 


~3 


represents o operador T na base dos vetores prdprios e e uma matriz diagonal cujos elementos 
da diagonal principal sao X s e \ 2 . 


6.4.3 Propriedade 

Consideremos um operador linear T em 1R 3 que admite valores proprios Xi,X 2 e X 3 
distintos, associados a vi,v 2 e v 3 , respectivamente. 0 corolario da propriedade anterior nos 
assegura que o conjunto P = { V] , v 2 , v 3 } e uma base do IK 3 , 

Tendo em vista que 


T (v ] ) = X,v 1 = Xiv 2 + 0v 2 + 0v 3 
T(y 2 ) = X 2 v 2 = 0v t + X 2 v 2 + 0v 3 


T(v 3 )= X 3 v 3 =0v t + 0v 2 +X 3 v 3 , 


o operador T 6 representado na base P dos vetores proprios pela matriz diagonal: 


Xi 


0 


[T] P 


0 

0 


X 2 

0 


0 


0 

^3 


= D 


constituida de valores prdprios na diagonal principal. 
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Sendo A a matriz canonica do operador T s isto e, [T] - A, as matrizes A e D sao 
semelhantes por representarem o mesmo operador T em bases diferentes. Logo, a relapao entre 
matrizes semelhantes (5,4) permite escrever: 

D = M -1 AM 

sendo M a matriz-mudan$a de base P para a canonica C= {ei,e 2 ,e 3 }, onde =(1,0, 0). 
e 2 =(0,1,0) e e 3 =(0,0,1). 

Como: 

M= II]' = C" 1 P = I-‘ P=P 
a rela^ao anterior escreve-se : 


D = P -1 AP 


( 6 . 4 , 3 ) 


sendo P a matriz cujas colunas sao os vetores proprios do operador T (estamos designando 

por P tanto a base do 5 vetores proprios quanto a matriz acima descrita;no contexto identifica-se 
quando uma e quando ^ outra). 

A relagSo (6.4.3) motiva a defini^ao a seguir: 

A matriz quadrada A e diagonalizdvel se existe uma matriz inverstvel p tal que P _1 AP 

seja diagonal. 

Diz-se, nesse caso, que a matriz P diagonaliza A, ou que Pea matriz diagonalizadora. 

A definigao acima pode ser expressa de modo equivalente: Urn operador linear T; V * V 

e diagonalizdvel se existe uma base.de V fomutda por vetores proprios de T. 


6.4.4 Problemas Rosolvidos 


5) Determinar uma matriz P que diagonaliza: 


A - 



-1 1 

5 -1 

-1 3 


e caicular P 1 AP 
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So/ugao 

No problema resolvido de rrumero 1 yk calculamos os valores proprios e os ve tores proprios 
de A e encontramos - 2 e v t =(1,0, -1), X 2 = 3 e v a -(1, 1, 1), X 3 - 6 e v 3 =(1,-2, 1). 

Como os X! sffo distintos, o conjunto P= {v|,v 2t v 3 } forma base do ]R 3 e, portanto, 
a matriz 


1 


1 



P = 


0 


-2 


-1 


1 


1 


diagonaliza A. 
Calculemos: 



1 

2 

0 

1 

“ 2 

P _1 AP = 

1 

1 

1 


3 

3 

3 


1 

1 

1 


6 

" 3 

6 


1 

2 

0 

1 

" 2 

P -1 AP - 

1 

1 

1 


3 

3 

3 


1 

l 

1 


6 

‘ 3 

6 


1 2 

0 

0 

P 1 AP = 

0 

3 

0 


0 

0 

6 


3 -1 1 


1 1 1 , 

-1 5 -1 


0 1 -2 

1 -1 3 


-1 1 1 


2 3 6 

0 3 -12 

-2 3 6 

D 
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6) Seja T: IR 2 ► 1R 2 um opera dor linear dado por: 

T (x, y) = (4x + 5y, 2x + y) 

Encontrar uma base de IR 2 em relafao a qual a matriz de T e diagonal. 

So!u$ao 

A matriz canonica do operador T e: 



Pelo problema resolvido de numero 2, as valores proprios sao \j = 6 e X 2 = -1, e os 
respectivos vetores prbprios s5o Vx = x(5 t 2) e v 2 = x(i,~l). 

A base em rela$5o a qual a matriz de T e diagonal e P= {(5 >2), (1,-1)} , base dos 
vet ores proprios. 

Por conseguinte, a matriz: 



£ a matriz que diagonaltza A, isto e: 
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QbservagSo 

Se na matriz P trocarmos a ordem dos vetores-coluna, isto e t tomarmos 


P = 




5 

2 


a matriz diagonal D = P 1 AP sera: 


-1 


D - 



0 

6 


7) Determinar uma matriz P que diagonaliza 


2 




1 -1 

2 4 


Solupao 

I) A equa 9 ao caracteristica de A e: 


2 -X 1 0 


det(A-XI) = 


0 1-X -1 


0 


0 


2 


4 - X 
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isto desenvolvendo o determinante pela 1? linha e observando a altemanda dos sinais que 
precedem os produtos, vem: 



1 -X -1 


0 -1 


0 1 -X 

(2 - X) 


-1 


+ 0 



2 4- X 


0 4 -X 

. 

0 2 


(2 - X) [(1 -\)(4-X) + 2] -0+0 = 0 

(2 - X)(4 - 5X + X 2 + 2) = (2 - \)(X 2 - 5X + 6) = (2 - X)(2 - \)(3 - X) = 0 
e da/: 

Xi = 2 e X 2 = 3 

(o numero 2 e uma raiz dupla da equa$do). 

k 

II) Calculando os vetores proprios por meio do sistema homogeneo: 


2 - X -1 0 


■- — i 

X 


0 

0 1 -X -1 


y 

= 

0 

0 2 4 - X 




0 


obteremos: 

* para Xi =2 um so vetor prdprio LI, v, -(1,0,0); 

• para X 2 = 3 um sd vetor prdprio LI, v 2 = (1 f 1, -2). 

Ill) Como s6 existem dois vetores LI de R 3 , nao exist e uma base P constituida de 
vetores prdprios. Logo, a matriz A nao e diogonalizavel. 


ObservaQao 

O problems resolvido numero 9 mostrara um exemplo de matriz A que tambem, como 
esta, so possui dois valores proprios, pordm, em correspondence, existe uma base P de vetores 
proprios e, conseqiientemente, A e diagonalizavel. 

Passaremos a estudar um caso particular muito importante de diagonaliza^o. 
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6.5 diagonalizacAo de matrizes simetricas 

6.5.1 Propriedades 

I) A equagdo came ter istica de uma matriz simetrica tem apenas raizes reals. 

Faremos apenas a demonstra^ao para o caso de uma matriz simetrica A de ordem 2. 
De fato: seja a matriz 


P 


A = 


T 


r 

q 


A e quango caracterrstica de A 6\ 


det(A-M) = 


P - * r 
r q - X 


0 


isto 6: 


(p-X)(q-X)-r 2 =G 


on: 


pq - Xp - Xq + X 2 - r 2 = 0 


X 2 -(p + q)X+ (pq - r 2 ) = 0 


O discriminante dessa equagao do 29 grau em X e: 

(p + q ) 2 -4 (pq - r 2 ) = p 2 + 2pq + q 3 - 4pq + 4r 3 = (p - q) 3 + 4r 2 

Tendo em vista que esse discriminante e uma soma de quadrados (nao-negativa), as raizes 
iz equagao caracteristica sao reais e, por conseguinte, a matriz A possui dois valores prdprios, 

II) Se T; V *■ V 4 um opemdor linear simetrico com valores prdprios distintos, entdo 

: 5 vetores prdprios sao orrogonais. 
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De fato: 

Sejam \x e X 2 dois valores proprios do opera dor sim&rico T e Xi X 3 . Sejam aindi 
T (v! ) = X , \ r i e T (v 2 ) = X 2 v 3 . Pretendemos mostrar que 

vi -v 2 =0 

Sendo T um operador simetrico, pela propriedade 5.6. 1, vem: 

T (vj > . v 2 = v x . T(v 2 ) 
ou: 

X|V] .v 2 =V! . X 2 v 2 

ou: 

M v i .v 2 )-X 2 (v, . v 3 ) = 0 
ou, ainda: 

(Xj -X 2 )(vj ,v 2 )-0 
Mas, 


Xi - X 2 # 0 implica v, . v 3 = 0, ou seja: 

Vi 1 V 2 

III) Em 6.4,3 vimos que uma matriz A € diagonalizada pela matriz P dos vetores proprios 
atraves de: 

D = ?^AP (6.5.1' 

No caso particular de A ser simetrica, pela propriedade anterior, P sera base ortogonai. 
Tendo em vista futuras aplica 9 oes, e conveniente que P, alem de ortogonai, seja ortonormal. 
o que se obtem normalizando cada vetor. 
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Assim, de acordo com a propriedade V de 5,5.1, os vetores prdprios ortonormais de P 
formarao uma matriz ortogonal e, pela propriedade I de 5.5.1, tem-se P -1 = P*. Portanto a 
rela^ao (6.5.1) fica: 


D = P 1 AP 


e, nesse caso, diz-se que P diagonaliza A ortogonalmente. 


6.5.2 Problemas Resol vidas 

8) Determinar uma matriz ortogonal P que diagonaliza a matriz sim^trica: 


A - 



-2 0 

6 -2 

-2 5 


SolupSo 

I) A equa^go caiactenstica de A e: 


det(A-XI) 


7 - X" -2 0 

-2 6 2 X -2 

0 -2 5 - X 


0 


isto e, desenvolvendo o determinante pela 1? linha e observando a alternancia dos sinais que 
precedem os produtos, vem: 


6 - X -2 


-2 -2 


-2 6 - X 


-(-2) 


+ 0 

1 


-2 5 - X 


0 5 - X 

i 

i 

; 

o 


(7-X)[(6-X)(5 -X)-4] +2 [-2(5-X) + 0] +0=0 


(7 - X) (6 - X) (5 - X) - 28 + 4X -4 (5 -X) = 0 



(7 - A) (6 - \)(5 ~ X) - 28 + 4X - 20 + 4X = 0 


(7 - X) (6 - X) (5 - X) ~ 48 + 8X = 0 
(7 - X) (6 - X) (5 - X) - 8 (6 - X) = 0 
(6 ~ X) [(7 - X)(5 * X) - 8] = 0 
(6 ~ X)(35 - 12X + X 2 - 8) = 0 
(6 - X)(X 2 - 12X + 27) = 0 
(6 - A) (X - 3) (X - 9) = 0 

As raizes dessa equa^ao sao X^ = 3, Xj “ 6 e X 3 = 9 e, por conseguinte, sao vaJores pic- 
prios da matiiz A. 


II) O sistema homogeneo de equates line ares que permits a determinate) dos veto res 
proprios associados 6 ; 


(A - XI) v = 0 
Consider an do 


V 


X 


y 


z 


0 sistema flea: 


*7 ' X , 2 

0 


X 


- - 

0 

-2 6 - X 

-2 


y ■ 

— 

0 

CJ 

1 

O 

1 

1 

/< 

i 


z \ 


1 0 

i— — 


{6.5.2a 


i) Substituindo X por 3 no sistema (6.5.2a), obtem-se os vetores proprios associados 
a \[ — 3 ; 
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4-2 0 


■ X 


0 

-2 3 -2 


y 

— 

0 

0-2 2 


z 


0 


isto e: 


4x - 2y + Oz = 0 
-2x + 3y - 2z = 0 
Ox - 2y + 2z = 0 


0 sistema admite uma infinidade de solupGes prdprias: 

y = 2x 
z = 2x 

Assim, os vetores Vj = (x, 2x, 2x) - x(l, 2, 2) sfo os vetores proprios associados ao 
valor proprio Xj = 3. Fazendo: 


Vl 2 + 2 2 +■ 2 2 3 


1 2 2 

obt^m-se o vetor pr6prio unitario u t = 


assoclado a Xj = 3, 


ii) Substituindo , A por 6 no sistema (6.5,2a), obt^m-se os vetores proprios associados a 

\ 2 = 6 : 


"" — 


- - 


- -1 

1 1 -2 0 


X 


0 

-2 0 -2 


y 

- 

0 

C4 

1 

o 

1 


z 


0 


.sio 

lx - 2y “ 0 

-2x - 2z = 0 

- 2y - z = 0 


304 


Algebra linear 


O sistema admite uma infinidade de solu^des proprias: 


I 



z = -x 

Assim, os veto res v 3 - (x.,— x, ~x) = x(l -1) sao os vetoies proprios associados ao vale : 
prOpno \ 2 = 6 . Fazendo 



2 i i 

obtem-se o vetor propria unitario u 2 = ,-y) associado a X 2 = 6. 

iii) Substituindo X por 9 no sistema (6.5,2a), obtem-se os vetores proprios associadc: 
a X 3 = 9: 


-2 -2 0 

■ 

X 


0 

T ^ T 

^ -i 


y 

- 

0 

0 -2 -4j 


Z i 

— -J 


0 

L J 


isto e : 

-2x - 2y =0 

■ -2x - 3y - 2z = 0 
- 2y - 4z = 0 

O sistema admite uma infinidade de solu^oes proprias: 


y = 'X 



Assim, os vetores v 3 - (x, -x,-~x) = x (1, -l.-j-) sao os vetores proprios associados ao valor 
proprio X 3 = 9. 
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Fazendo 




2 

3 


obt^m-se 0 vetor proprio unitaiio u 3 = 


2 2 1 

(“ > assodado a 



III) A matriz P, cujas colunas slo as component's dos vetor es pr6prios nnitarios , u 2 e 
u 3 assodados aos valores prdprios Xi 5 Xj e X 3 e ortogonal; 



De fato: 


Ul . 


_A 2 2. , 

u t \ 3 ’ 3 ’ 3 ' ‘ ^ 


LI 2 i + 4 
3’3’3 ’ 9 9 



_,2_± L /II J. 4 + 14 = 

u 3 . Uj \ j 1 2 ' 3 3 ’ 3 ’ 3^9 9 9 


u. 


= (1- AL = i + i + i = 

u 3 ' 3 ’ 9 + 9 9 


,112. ,2_J_ _2_v 22_4 

3 ) 9 + 9 9 “ 


_J2 2, ,2_ 2 L. 2 4.2- 

u i ' ^3 3 f 3 1 3 1 3 ? 3 ? 3"^ 9*9 9 ^ 


_,2_ 1 2. ,1 _2_K 4 2. 2 . 

^2 ■ ^3 ^ 3 ’ 3 ' 3 3 * 3 * 9 9 9 ^ 
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A matriz P i a matriz diagpnalizadora. De fato: 
D “ P _1 AP = P* AP 
isto e: 



3 0 0 

D= 0 6 0 

0 0 9 

9) Seja q operador linear sim^tricD T ; IR 3 *■ 1R 3 defmido pela matriz: 



Determinar uma matriz ortogonal P que diagonaliza A. 
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SolupSc 

I) A equa^fo caractenstica de A d: 


det (A - XI) 


1 - X 0 -2 

0 -X 0 


0 


0 4 - X 


isto e, desen volvendo o determinant? pela I? linha e observando a alternanciados sinais que 
precedent os produtos, vem: 



-X 0 


0 0 


0 -X 

<1 -X) 


- 0 


+ 02) 



0 4 - X 

1 

-2 4 - X 


o 


( 1 - X) (A) (4 - X) - 0 - 2 (— 2A) = 0 
(1 - X) (A) {4 - X) + 4X = 0 


ou: 


~X 3 + 5X 2 =0 X 2 {5 - X) = 0 

As raizes dessa ultima equa^ao sao X t = 0, \ 7 ~ 0 e X 3 = 5 e. por conseguinte, sao va- 
lores proprios do operador linear simdtrico T, 

II) 0 sistema homogeneo de equates line arcs que per mite a determinate dos vetores 
proprios associados e : 

(A - XI) v = 0 

Considerando 


v = 



y 


z 
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i) Substituindo X por 0 no sistema (6.5.2b), obtem-se os vetores prOprios associados a 
= 0 e X 2 - 0: 



O sistema admite uma infinidade de solu^oes proprias: 
z=yx e y qualquer 

Assim, os vetores v = (x, y,~x) sao os veiores proprios associados a Xj = 0 e \ 2 = 0. 

Fazendo x = 2 e y - 0, por exemplo. obtem-se um vetor v, - (2, 0, 1); fazendo x “ 0 
e y=l; por exemplo, obt£m-se outro vetor v a =(0,1,0). Os vetores proprios v t e v 2 , 
linearmente independentes, sao associados ao mesmo valor proprio X = 0. 

Os vetores proprios unitarios, associados a Xi = 0 e X 2 - 0. sao: 
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ii) Substituindo X por 5 no sistema 6,5.2b, obtem-se os vetores pi6prios as so ci ados 
a = 5: 


— “ 


— 



-4 0 -2 


X 


0 

0-5 0 


y 

= 

0 

-2 0 -1 


z 


0 


isto e: 

-4x - 2z = 0 

- -5y = 0 

-2x - z = 0 


0 sistema admite uma infinidade de solutes prOprias: 

z = -2x 

y = 0 

Assim, os vetores v 3 = (x, 0, -2x) = x (1 , 0, -2) sao os vetores prbprios associados a X 3 = 5 . 
Fazendo 

1 = _J_ 

X y/l +0 + 4 s/5 


obtem-se o vetor pr6prio unitirio 






j=) associado a X 3 - 5, 

v5 


III) A matriz P, cujas colunas sao as componentes dos vetores proprios unitarios 
Ui,U 2 e u 3 , associados aos vaiores proprios Xj , X 3 e X 3 , £ ortogonal: 


P = 


2 

V5 


1 

V5 

0 


1 0 2 _ 

y/5 y/5 

t t t 


'll 1 u 2 u 3 
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De fato: 

u x .u, = u 2 -u 2 =u 3 ,u 3 = 1 

Uj . u 2 = Ui . u 3 = u 2 . u 3 = 0 

IV) A matriz Pea matriz diagonalizadora. 
De fato; 

D - P 1 AP - P*.AP 



10) Seja o operador linear simetrico T: R 2 — * IR" definido pda matriz 
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Determinar a matriz ortogonal P que diagonaliza A. 
SqIuqSo 

I) A equa$ao caract eristic a de A 


det(A-XI) 


4 - x 12 

12 -3 - X 


0 


isto e: 


(4- X)(-3 -X)- 144 = 0 
ou: 


-12-4X+3X + X 2 -144 = 0 
X 3 - X - 156 = 0 


As raizes dessa equa^ao sao: 

X, = -12 
\ 2 = 13 

e, por conseguinte, = -12 e X 2 = 13 sao os valores proprios do operador linear T, 


II) 0 sistema homogeneo de equates lineares que permite a determinaffro dos vetores 
prdprios associados e : 

(A - XI)v = 0. 

Considerando 


x 


v = 


y 
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o sistema fica: 


1 

Tt" 

1 

12 


X 


0 

12 

1 

1 

1 


y 


0 


(6.5 .2, 


i) Substituindo X por -12 no sistema (6.5.2c), obtem-se os vetores proprios associac:-: 
a Xj = -12: 


16 

12 


X 


0 

12 

9 . 


y 


0 


isto 

I 16x + I2y = 0 

12x + 9y = 0 

O sistema admite uma infmidade de solu^oes proprias: 

4 

y=- T x 

4 4 

Assim, os vetores vj =(x, ~x)=x(l, -—) sao os vetores proprios associados a Xi - -12 
Fazendo: 


1 1 3 



obtdm-se o vetor proprio unitario U| = (— , -— ) associado ao valor proprio X| = -12, 

ii) Substituindo X por 13 no sistema (6.5.2c), obtdm-se os vetores proprios associados a 


X 2 = 13: 


-9 

12 


X 


0 

12 

-16 


yj 


0 
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isto e: 


-9x + 12y - 0 
12x - I6y = 0 


0 sistema admite uma infinidade de solujoes prdprias: 
3 

y =tx 


3 3 

Assim, os vetores v 2 = (x, -^-x) - x(l ? -^) sao os vetores proprios associados a \ 2 = 13. Fa- 
zendo: 



obtem-se o vetor proprio unitdiio u 2 ~ (y — ) associado ao valor prdprio \ 2 = 13. 


IN) A matri 2 P, cujas colunas sao as componentes dos vetores proprios unitarios Uj e u 3 
associados aos valores proprios Xi e X 2 , eortogonal: 


P - 



4 

5 
3 
5 


De fato: 

Uj . Uj = u 2 . u 2 = 1 


u, . u 2 = 0 

A matriz Pda matriz diagonalizadora. 
De fato : 


D = P _1 AP = P t AP 
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6.6 PROBLEMAS PROPOSTOS 


1 j Verificar, utilizando a definifao. se os vetores dados sao vetores proprios das correspon- 
dent es matrizes: 


a) v = (~2, 1), 




3 


b) v = (1 f 1 , 2), 


0 


0 


z. 


l 

1 

3 


c) V = (-2,1,3), 


1 -1 

2 3 

1 2 


0 

1 


Verores proprios e valores proprios 


315 


2) Determinar os valores proprios e os vetores proprios das seguintes transforma^des lineares: 

a) T: IR 2 > IR 2 , T (x, y) - (x + 2y, -x + 4y) 

b) T: IR 2 * IR 2 , T (x, yj = (2x + 2y, x + 3y) 

c) T:IR 2 > IR 2 , T(x, y) = (5x - y, x + 3y) 

d) T: ]R 2 > IR 2 , T (x, y) = (y, -x) 

e) T: IR 3 ► IR 3 , T(x, y, z) - (x + y + z, 2y + z, 2y + 3z) 

f) T: IR 3 * 1R J , T(x ? y , z) = (x, -2x - y, 2x + y + 2z) 

g) T : IR 3 ► IR 3 , T(x, y, z) = (x + y, y ? z) 

3) Calcular OS valores proprios e os correspondentes vetores proprios das seguintes matrizes: 
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4) Provar as seguimes proposi?5es: 

a) Se um operador linear T:V — > V admite X = 0 como valor proprio, entao I nac * 
inversjvel. 

b) Uma matriz A e sua transposta A t possuem os mesmos valores proprios. 

c) Os valores proprios de uma matriz triangular (ou diagonal) sao os elementos da diagor.i. 
principal. 

5) Os vetores Vj=(l,l) e v 3 =(2,-l) sao vetores proprios de um operador line;: 
T:IR 2 ►IR 2 , associados a X 2 = 5 e X 2 =-L respectivamente. Determinar a imase~ 
do vetor v - (4, 1) por esse operador. 

6) a) Determinar o operador linear T:JR 2 — »1R 2 cujos valores proprios sao = 1 ? 

\ 2 =3 associados aos vetores proprios v, =(y,-y) e v 2 =(0,y), respectivamentt 

b) Mesmo enunciado para Xi=3, X 2 = -2 e v t = x (1, 2), v 2 = x(-l , 0). 

7) a) Quais sao os valores prriprios e os vetores proprios da matriz identidade? 

b) Se X! =4 e X 2 = 2 s3o valores proprios de um operador linear T:IR 2 ►JR- 

associados aos vetores proprios u=(2,l) e v = (-l,3) ; respectivamente, determine 
T (3u - v) 

c) Mostrar que se u e v sao vetores proprios de uma transforma 9 ao linear associados ^ 
X, entao au^v t tambem vetor proprio associado ao mesmo X. 

8) Seja T;R 2 ► R 2 uma transformafao linear que dobra o comprimento do veto: 

u - (2, 1) e triplica o comprimento do vetor v = (l,2) f sem alterar as di redoes nem 
inverter os sentidos. 

a) Calcular T(0, 3). 

b) Determinar T(x,y). 

c) Qual a matriz do operador T na base { (2, 1), (1, 2)} ? 

9) a) Determinar as matrizes das iotapoes em que admitem valores e vetores proprios. 
b) Determinar os valores e os vetores proprios das rotates referidas em a). 
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10) Seja T: V * V um operador linear nao-inversfvel, Os vetores nao-nulos do nucleo de 

T sao ve tores prdprios? Em caso afirmativo, determinar o valor proprio associado e, 
em caso negativo, justificar. 

11) Verificar se a matriz A d diagonalizavel. Caso seja, determinar uma matriz P que diago- 
naliza A e calcular P _1 AP. 



12) Seja T: 1R 2 ► 1R 2 o operador linear definido por 

T(x,y) = (7x - 4y, -4x + y) 

a) Determinar uma base do IR 2 em rela^ao a qual a matriz do operador T e diagonal. 


b) Dar a matriz de T nessa base. 


ro 


jls Atgehra linear 

13) Para cada uma das segumtes matrizes sim^tricas A, encontrar uma matriz ortogonal P, para 
a qual P l AP seja diagonal: 



14) Determinar uma matriz P que diagonaliza A ortogonalmente e calcular P 1 AP. 



6.6.1 Respostas de Problemas Propostos 

1) a) sim b) $im c) nao 
) a) = 3, v, = (y, y); X 2 - 2, v 3 = (2y,y) 
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b) Xi = 1, V! = y (-2, 1); X 2 = 4. v 2 = x(l, 1) 

c) Xj = X 2 = 4, v — x(l, 1) 

d) Nad existem. 


e) Xi=X 2 = l, v = (x,y,-y); X 3 = 4, v 3 = x(l,l,2) 

f) X 3 = l , v x = z(3, -3, 1); X 2 = -l, v 2 =z(0, -3, 1); X 3 = 2, v 3 = z (0, 0, 1 ) 

g) Xt = X 2 = X 3 = 1. v = (x, 0, z), xe z rtao simultaneamente nulos. 

3) a) X 3 = 2, vj = y (3. 1); X 2 - 4, v 2 -y(l,l) 

b) Xj = 1, Vj = (-y, y); Xa = 5, v 3 = (x, 3x) 

c) X i = 1 f Vj=(x, 0,-x); \ 2 = 2, v 3 = (~2z, 2z,z); X 3 =3, v 3 = (x. -2x, -x) 

d) Xj=4l, V!=x(l,l,l); X 2 = 2, v a = x(l,l,0); X 3 =3, v 3 =x(l,0,0) 


e) X, = 1. = (2z, 2z> z); X 3 e X 3 imagindrios 


OX! =2, Vl =(x,y,-x-2y); X* = 6, v 2 =(x f x,x) 

3 

g) X! = X 2 = X 3 =-1, V = (x,y,2x+yy) 

h) X t = 2, v : = x(l, 0, 1); X 3 =-l, v 2 = y (0, 1, 0); X 3 = -2, v 3 =x(l J 0, -1) 


5) (8, 11) 


6) a) T (x. y) = (x, 2x + 3y) 
b) T(x,y) = (-2x+|y ; 3y) 

1) a) X = 1 , todos os vetores do espa £0 com exce?ao do vetor nulo. 
b) (26, 6) 

5 2 2 10 

8) a) (2,10); b) T(x,y) = (yx +yy,-y-x +— y); c ) 


2 

0 


0 

3 



320 Algebra linear 


9) a) 

1 0 


-l 0 



(rota^ao de 0°) e 



0 1 


0 -1 


(rota^ao de 180") 


b) X = 1 e X = -1 , respectivamente ; com exce^So do vetor zero, todos os vetores do IR : 
sJo vetores prdprios. 


3 0) Todos os vetores do micleo, com exce^So do zero, sao vetores proprios associados a X - 0. 


a) 

1 

T 



% 

— i 

o n 

P = 

-1 

3 

P ' 1 

j 1 

AP = 

0 

5 

b) 

r 

' 1 

1 



10 

0 

P = 

1 

-4 

,P 1 

AP = 

L° 

5 


c) Nao diagonaljztfveT 


d) 

2 

1 

0 


3 

0 

0 

P = 

1 

0 

1 

.P- 1 AP = 

0 

-i 

0 


2 

l 

-2 


0 

0 

1 ' 


e) Nao diagonalizivel. 


f) 


-3 

1 

- 

-7 


1 

0 

0 1 


p - 

1 

0 

-2 

, P -1 AP = 

0 

9 

Jm 

0 



0 

0 

1 

— 


0 

0 

3 

e) 


0 

1 

-1 


1 

0 

0 


p = 

1 

0 

0 

, P _I AP- 

0 

] 

0 



-1 

0 

1 


_0 

0 

3 


h) Nao diagonalizdve) . 
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12) a) {(-2,1), (1,2)} 
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c) 

1 

1 

1 


1 y/2 

75 


p = 

0 

l 

V3 

2 


1 

1 

1 


" V2 

75 


d) 

r* 

i 0 

3 

2 

>/T5 ' 

P = 

l 

0 

0 


0 

2 

3 


x/n 

'v/T3 

e) 

r“ 

1 

1 

1 ' 


" V6 

n/3 

V^: 


1 

I 

1 


V6 

" V3 

72 


2 

1 

0 


V6 

v/3 


, P " 1 AP = 


, P _I AP - 


, P _1 AP - 


2 

0 

0 


-2 

0 



6 

0 


0 

3 

0 


0 

10 

0 


0 

3 


0 

0 

6 


0 

0 

-3 


0 

0 


0 


0 


0 



FORMAS QUADRATICAS 

7.1 FORMA QUADRATICA NO PLANO 

A matriz simetrica reaL; 



associa ao vetor = (x, y) £ IR 2 , referido a base canonica 

S"{ei,e 2 }, &!={ 1,0) e e 2 =(0. 1), o polinomio 
ax 2 + by 2 + 2cxy 

que e um polinomio homogeneo do 2? grau em x e y chamado forma quadrdtica no piano. 
Na forma matricial esse polinomio e representado por 



sendo a matriz simetrica A a matri2 da forma quad rat ica. 
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Assim, a cada vetor v g corresponde um numero real: 


p = ax 2 + by 2 + 2cxy 


E stain os designando tanto o par (x, y) quanto a mat riz 
E facil identificar em que contexto cada um estara sendo usado. 



simplesmente por vg- 


Exemplo 

A matriz simtftrica real: 



A = 



12 

-3 


define no JR 2 a forma quadrat ica 
p = 4x Q - 3y 2 + 24xy 
ou f na forma matricial 


4 

12 


X 

J 2 

L 

-3 

J 




Ao vetOT v s - (1 f 2), por exemplo, corresponde o numero real 
p = 4(l) 2 - 3 (2) 2 + 24(1)(2) = 4~ 12 + 48 = 40 


7.1.1 Redupao da Forma Quadratica a Forma Canonica 


A forma quadratica no piano v^Av^ pode ser expressa por: 

Xix' 2 + X 2 y 2 
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onde Xi e X 2 sao os valores proprios da matriz A, e x 1 e y* as oomponentes do vet or v na 
base P= {u^Ua}, isto 6, v p =(x\y'), sendo u t e u 2 os vetores proprios unitarios associados 
a Xi e X^ ■ 

De fato : 

Tendo em vista que a matriz Pea matriz-mudamja de base de P para S, pois: 

[i]^ = s-’ P = I P = P 
e, portanto: 


podemos escrever: 

Vg Av s = (Pvp/ A (Pv p ) 


ou: 


v s Av s =v p^ pt AP ^ V P 

Como P diagonaliza A ortogonalmente (conforme 6,5 - propriedade III) 


P* AP = D “ 


X] 

0 


0 

X2 


conclui-se que: 


v* Av = v 1 Dv 
S S P P 


ou: 



r 

a c 


X 


x t 0 


— —1 

1 

X 

[x y] 




= [x’y] 





c b 


y 


0 x, ! 

i 

r 

y 


ou, ainda: 


ax 2 + by 2 + 2cxy = Xj x 2 + \? y' 2 
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A forma Xjx' 2 + \ 2 y' 2 6 denominada forma canonica da forma quadratica no piano ou 
tambem forma quadratica dutgonalizada. 

Exemplo 

1 ) A forma quadratica : 

4x - - 3y 2 t 24xy 


podc ser exprcssa por: 
-12x' 2 + 13y' 2 
De fato: 

A forma quadratica 


4x 2 - 3y 2 +■ 24xy 


6 definida pel a matriz 


4 12 

12 -3 


Mas* os valores propnos da matriz A, conforme o problema resolvido ntimero 10, Capftulo 
6. sao Aj = -1 2 e = 13. Logo, a forma canonica da forma quadratica 6: 

-12x' 2 + 13y' 2 


II) Por outro lado, os veto res proprios unitarios associados a A : e A 2 sao, respectiva- 
mentc, u, =(j.-y) e 

Logo : 

J_ 4_ 

5 5 

P = 

A 3 

5 ~~ 5 ~ 
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Como v s = Pv p equivale a v p = P"- 

V P = 

pois P 1 = P 1 pelo fato de P ser matnz or:;::;. valvular v p a partir de v,,. 

S upon do que Vg = lx, y) = 0.2). ve—. 



v 


P 




;sio e, v„ = (x\ V ) = l-l .2). 

r 

Assim : 

4x : -3y ; + 24xy = ’12x' : + 13y' : 

4 ( I > : - 3 (2) : + 24 ( 1 )(2) = '131-1 r ^ 13i2r 
4 - 12 + 48 = ’12 + 52 
40 = 40 


O que na verdade acabamos de fazer foi uma nudanva de base ou uma mudanga de referen- 
tial. 0 vetor v. que na base cauonica S e v s = i i . 2 i. na base P dos vetores proprios unitarios 
? \p =(-L 2). Como a base canomca individuals o sisterna cartesiano retangular xOy e a base 
p o sisterna retangular x'Oy\ podemos dizer que um ponto que tem coordenadas (1. 2) em 
rela^iio ao primeiro sisterna tem coordenadas (-1 . 2i em rela^ao ao segundo sisterna. A figura 
2a pagina seguinte mostra esse exemplo. 

Essa mudan^a de refcrencial corresponde a uma rota^ao de um angulo 0 do sistema xOy 
o sistema x'Oy*. A matriz responsavel por essa rota«;ao e a matriz ortogonal P. 
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Sc tivcrmos o cuidado de dispor os vetores proprios unitarios da matriz P de modo que 
det P = 1, ela sempre representara uma rota^ao (ver 5.5. Mila) e a transforma^ao de coordenadas 



que ira oconer no esiudo das conicas, a seguir, sera sempre uma rota^So. 


7,2 CON 1C AS 

Chatna-se conica a todo conjunto de pontos M do piano cujas coordenadas x e y, em 
relagao a base canon ica, satislazem a equa^ao do 29 grau: 

ax 2 + by 2 + 2cxy + dx + ey + £= 0 


onde a. b e c nao sao todos nulos. 
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Observacao 

As coordenadas x e y dos pontos M do piano sao as componentes dos vetores v <= \R 2 
que satisfazem a equa^ao de uma conica iFigura 7.2 ) 



Figura 7.2 


7.2.1 Equagao Reduzida de uma Cdnica 

Nosso proposito e o reconhecimento e a analise da equa^ao de uma cdnica. Dividiremos 
esse trabalho em duas etapas, sendo a primeira constitui'da de tres passos. 

Seja a equa^ao de uma cdnica: 

ax 2 + by 2 + 2exy + dx + ey + f = 0 I J j 

1? Etapa: Elitninagdo do termo em xy 

19 Passo: Escreve-se a equa^ab na forma matricial: 



a c 


X 


X 

[* yj 

1 



+ [de] 



c b 1 

L _i 


_y_ 


_y_ 


+ f=0 


{ 2 } 



330 


Algebra linear 


{Os colchetes serao dispensados nas matrizes 1 x 1: [I] e [0] 

ou; 

v^Av s + N v s + f = 0 

unde: 



29 Passo: Calculam-se os vaiores proprios \j e \ 2 e os vetores proprios unitarios 

u i = (x u ,x 12 } e 

u 2 = (x 2 j , x 22 ) da matriz simetriea A. 

39 Passo: Substitui-se na equa^ao (2) a forma quadratica 



pela forma canonical 
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por: 




Ten do o cuidado para que det P - 1 , a fim de que essa transforma^o seja uma rotate. 
Assim, a equa^ao (2) se transforma em: 



X, 0 


'*■1 




X U X 31 


1 

X 

lx' y'J 




+ [d e] 





0 X 2 

_ _l 


f ■ 

y ■ 

_ _i 


X n x 22 


t 

y 

_ _ 


ou: 


x^x 2 + \ 2 y' 2 + px ; + qy ,+ f = o (3) 

que e a equa^ao da conica dada em (1), porem referida ao sistema x'Oy\ cujos eixos sao 
Jeter min ados pela base P - { Ui , u 2 } , cori forme sugere a figura. 



Observemos que enquanto a equa^ao ( 1 ) apresenta o termo misto em xy, a equa£ao (3) e 
lesprovida dele. Portanto, na passagem da equate (1) para (3) ocorreu uma simplifica$ao; 
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2? Etapa : Translagao de Eixos 

Conhecida a equagao da cornea 

\ix' 2 + A 2 y' 2 + px' + qy' + f= 0, (4i 

para se obter a equagao reduzida efetua-se uma nova mudanga de coordenadas, que consiste na 
translagao do ultimo referencial x'Oy' para o novo, o qual chamaremos XO'Y. A analise das 
duas possibilidades e feita a seguir. 

0 Supondo A 2 e \ 2 di fe rentes de zero, pode-se escrever: 

A t (x' 2 + y ~ x ) + A 2 (y 2 +^y') + f=0 
Ai A 2 


ou: 




4Ai 


r 

■4 A , 4A 


q " =0 


x,(x + £} 3 + My' + ^) 2 + f-4 =o 

Jha 2 endo: 


f~-Pl - i_ = _F 

4Aj 4A 2 


e , por meio das formulas de translagao : 


X = x' + 


2A, 




vein : 


AiX : + A : Y : -¥ = 0 


e, fin a] me nte: 

A,X : + >;Y : = F 


(5) 
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A equapSo (5) e a equa$3o reduzida de uma conica de centro e, como se ve, o primeiro 
membro 6 a forma canonica da forma quadratica no piano. 

II) Se urn dos valores propnos for igual a zero, X t =0, por exemplo, a equa^o (4) 

fica: 

X 2 y' 2 + p^ r + qy' + f - 0 


ou: 


X 2 (y' 2 + — y') + px' + f = 0 




Xi(y ’ t 2i; ) 1 + P (x ' + {-i^r, )=0 


Fazendo, por meio de uma transla 9 ao: 


X"*'+I- qJ 


P 4p\ 2 


Y = y'+i 

^A2 


■ etn : 


A 2 Y 2 + pX = 0 



A equafao (6) e a equa^ao reduzida de uma conica sem centro. 


~ bservacao 

Se em lugar de fosse X 2 = 0- a equaijao reduzida da conica sem centro seria: 
X x X 2 + qY = 0 
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7.2.2 Classificapfc das Conicas 

1) A equa^ao de uma conica de centro e: 

XiX 3 + X 2 Y 2 = F 

• Se Xi e X 3 fcrem de mesrrto sinal, a conica sera do genero elipse. 

• Se Xi e forem de sinais contrarios, a conica sera do genero hiper bole. 

IT) A equa^o de uma conica sem centio e : 

X 2 Y 2 + pX^O 
ou: 

XiX 2 + qY = 0 

Uma conica represe ntada por qualquer uma dessas equates e do genero parabola, 

7.3 PROBLEMAS RESOLV1DOS 

1) Determinar a equaijao reduzida e o genero da conica representada pela equaijao 

lx 2 + 2y 2 + 2xy + 7 v / 2x + 5^2y+10 = 0 (1i 


SohjQao 

De acordo com 7.2.1, dividiremos esse trabalho em duas etapas, sen do a primeira consti- 
tuida de tres passos. 

1? Eta pa: Elimim0o do ter mo em xy 

19 Passo: Escrevemos a equa^ao dada na forma matricial: 



2 1 


X 


X 

[x y] 




+ [ 7 v /2 5>/2 | 



1 2 


y i 


y 


(2) 


+ 10 = 0 
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29 Passo; Calculemos os valores proprios e os vetores proprios unitarios da matriz 



det ( A - XI) = det 


2 -X 1 

1 2 -\ 


= 0 


isto 


(2 - X)(2 -X) - 1 = 0 
4 - 4A + \ 2 - I = 0 


X 2 - 4X + 3 = 0 


\i =3 
X 3 = 1 

Resolvendo o sistema 


2-X 

1 


X 


0 

1 

1 

l 


y 


0 


obteremos os vetores proprios de A. 
Para X t = 3, vem: 


-1 

] 


- - 

X 


0 

] 

-1 

1 

1 

y 


0 


? dai: 


SS5 


Vi - x(l , 0 
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Para X 2 = 1, vem: 



e dai: 

v 2 =x(-l ; 1} 


Portanto, os correspondentes vetores proprios unitarios sao: 


Ui = ( 


1 1 v , 11 , 

e = ( vr^ 


39 Passo: Substitu l'mos em (2) a forma quadratics 



pela forma canonica 




Forma s quadra ricas 



onde ja tivemos o cuidado de dispor os vetores proprios unitarios de tal modo que: 



afimde que essa transforma fao de coordenadas iepresente uma rota^ao. 
Logo, a equa^ao (2) flea: 



3x' 2 + y' 3 + 12x' - 2y'+ 10 = 0 Ut 

que e a equa^ao da eonica (1). porem refcrida ao sistema x'Oy\ cujos eixos sao suportes de 
; e v 2 (ou U] e uSi, confurme a iigura 7.3a. 



Figure 7.3a 
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2? Etapa; Trandafdo de h'i.xos 

Tomemos a equa<;ao (3) e ^amos uma translate do sistema x'Oy'. Assim: 

3x' 2 + y' 2 + 12x' - 2y' +10 = 0 
f3x' : + J2x') + (y' 2 - 2y') = -IO 
3 lx' 2 + 4x) + {y' : - 2y') = -10 

3(x' 2 + Ax’ + 4) + (y' 2 - 2y' + 1)= -10 + 3(4) + 1 

3 (x + 2) 2 + (y f - 1 ) 2 =3 u 

UtiJizando as formulas de translate, fa9amos: 

X ^x' + 2 
Y = y' - 1 

e, port an to. a equatjSo (4) fica: 

3X 2 + Y 3 = 3 
on: 

X 2 Y 2 

T + T = 1 

que e ii equa^ao lcdnzida da conica dada em (l), porem referida ao sistema XO'Y, onde 

0'(-2. 1 I. 

Trata-se de uma eiipse cujos semi-eixos medem 1 e \/3\ estando o eixo maior sobre c 
eixo dos Y, eon forme mostra a figura 7.3b. 


Observacao 


Tendo em vista que e! -(LO) e u, -{— j=), o angulo 6 correspondente a rota^i 
edadopor: ^ 


cos 6 = - 


ej_ui _ 1 1 | V 


e, Ui 


= e, Ui = 1 (— =) + 0(-^t = -^ 


V2 V2 2 



Fortnas quadraric jj 


3JV 



x J 


x 


Figura 7,3b 



Por outro lado, para con firmar, e 2 =(0, 1) e u 7 p ,“ 7 =), )ogu: 

V 2 V - 


cos 6 = — - 


u 


■2 


U2I 


Ut = 0 ( - 


1 )+i<-4»= 


1 _V2 


V* 


s/2 s/2 


:sto e: 


/2 

/? - arc cos = 45 c 


1) Determinar a equacao reduzida e o genero da conica rcprescntada pela equa^ao 


1 1 x 2 - 24xy + 4y 2 + 20 x - 40y - 20 = 0 


5 jiucao 

13 Etapa: Eiimimgdo do ter mo em xy 


IQ Pas so: A equacao dada na forma matricial e: 
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[x y] 


! 11 -12 


X 

1 

1 

k— l 

l 


_ y _ 


+ [20 - 40] 


[;]- 


20 = 0 


29 Passo: 0$ valores proprios e os vetores proprios unitarios da matriz simetrica 


A = 


11 

-12 


-12 

4 


sao : 

= 20 , 

>2= -5, U 2 = (y,y) 

(A verifkafao fica a cargo do leitor.) 

39 Passo Com as devidas substitutes, a equa^ao (6) fica: 


20 0 


f ™ 


Jl 3 





X 


5 5 


x' 



F 

+ [20 -40] 




0 -5 


L y J 

i 

3 4 


t 

L y ^ 

L- — 


5 5 

— 



ou: 

20x' : - 5y' J + 40x' - 20y' - 20 = 0 
ou, air da: 

4x' 2 + 8x'-4y'-4 = 0 

2? Etapa : Transla^do de Eixos 

(4x' : + 8x' } - ( y ' " + 4y ; ) = 4 

4(x' 2 + 2x'l - (y' : + 4y') = 4 

4(x' 2 + 2x' + 1 ) - { y ’ 2 + 4y' + 4) = 4 + 4 - 4 

4(x' + ]) ; - (y' + 2) 2 =4 
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3) Determinar a equafao reduzida e o genero da conica representada pela equa^ao: 
x 2 + 2xy +■ y 2 - 8x + 4 - 0 

Sohjpao 

1? Etapa: Elimina^do do termo em xy 


19 Passo ; A equa^fo dada na forma matricial e; 




3?Pasx>: Com as devidas substitutes, a equa^o (7) fica: 
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ou: 


2y' 2 p x' — py' + 4 = 0 

y/2 y/2 


ou, ainda: 


4 I 4 I _ -r. 

-~p X — P y +2 = 0 

v /2 n /2 


2? Etapa: Tranship do deEixos 


(v'2 __i v ’)=_i x '_2 

V2 V2 




(y'-%/2 ) 2 = 2\/2x' 


Fazendo: 

X = x' 


Y = y 1 - sfl 


a equa^ao acima fica: 
Y 2 = 2 V2X 


que e a equa^o reduzida da cdnica dada em (7), poctfm referida ao sistema XO'Y, onde 
0(0, y/2). 
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Trata-se de uma parabola de pararrtetro igual a \fl , ten do para eixo o eixo dos X. 
conforme mostra a figura7.3d. 



4) Determinar a equagaa reduzida e o genero da conica representada pela equa^ao 
4x 2 -3y 2 + 24xy - 156 = 0 
SoiuQao 

Como essa equa^o nao apiesenta os termos de primeiro grau em x e y t a resolufao e 
constitufda somente da 1? etapa. 


IQ Passo: A equafSo na forma matricial e: 


[x y] 



156 = 0 


2Q Passo: Os valores prdprios e os vetores proprios unitdrios da matriz simetrica 


A = 


4 



( 8 ) 


12 


-3 
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s5o: 


X, =-12, Ui=(|,-y) 

X 2 = 13, u,=(|, 

fVerifica?ao a cargo do leitor.) 

0 cdlculo dos vetores propnos e de ieus correspondentes ve tores unitarios i dispensavel 
neste problema de se encontrar a equacao reduzida, a nao ser se desejarmos construir o grafico, 
pois sao esses vetores que delerminam o novo reierencial x f Oy x . 


39 Passo: Com as devidas substituicOes. a equacao (8) fica: 



Ftguia 7.3e 
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5) Determinar a equa^ao reduzida e o genero da cdnica representada pela equa^ao 
x 3 - 6x + 8y - 7 = 0 

Sotugao 

Como essa equa^ao nao apresenta o termo cm xy. a resolu^ao e eonstitui'da somente di 
2® etapa. 

X 2 - 6x = -8y + 7 
x 2 - 6x+ 9 = -8y + 7 + 9 
(x- 3) 2 - -8y + 1 6 
(x-3) a =-8(y-2) 

Fazendo 

X = x * 3 



Figura 7.3f 


que representa uma parabola de vertice na origem do sistema XO'Y, com 0'(3. 2), e voltada 
para baixo, conforme mostra a figura 7.3f. 
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7.4 NOTASCOMPLEMENTARES 

7.4.1 Conicas Degeneradas 

Vimos que a equa^ao do segundo grau nas variaveis x e y 

ax 2 + by 2 + 2cxy + dx + ey + f = 0 (7.4.1) 

represents uma elipse ou uma hiperbole ou uma parabola. 

No entanto. em casos particulars. essa equa^ao pode tambem represents um par deretas, 
uma so reta, um ponto ou o conjunto vazio, que sao as chainadas conicas degeneradas. 

A analise da equa^o (7.4.1) perrmte concluir os diversos casos: 

a) Se Xi e \ 2 tiverem o mesmo sinal, a conica sera uma elipse, um ponto ou o conjunto 

vazio. 

Exempios 
1 ) A equa9ao 

(x + 2) 2 + (y - I ) 2 = 0 

ou: 

x 2 + y 2 + 4x - 2y + 5 = 0 

representa o ponto (-2, 1 ) (eircunferencia de raio igual a zero). 

i) A equa^ao 

3x 2 + 2y 2 + 1 = 0 

represents o conjunto vazio. Essa equa 9 ao nao define nenhuma figura geometries (o 19 membro 
; sempre ^ 0). 

b) Se Xi e tiverem sinais contrarios, a conica sera uma hiperbole ou duas retas. 



348 


Algebra linear 


Exempio 

A equa^o 
9x 2 -y 2 = 0 

represents as retas y = -3x e y = 3x, 

De fato, fatorando o primeiro membro, obtemos: 

(3x + y)(3x -y) = 0 

e concluimos que : 

3x + y = 0 ou 3x - y = 0 

ou seja: 

y = -3x ou y = 3x 

c) Se Xi =0 ou = 0, a conica sera uma parabola , duas retas paraleias , uma ret: 
ou o conjunto vazio. 

Exemplos 

1 ) A equa$ao 

4x 2 =9 (Xi =4 e \ 2 =0) 

represents duas retas paraleias. 

De fato, podemos escrever 



ou: 

3 


x = + 


2 
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isto 



que sao duas retas paralelas. 

2) A equate 

y 2 = 0 (Xi = 0 e X 3 = 1 ) 

representa uma reta, no caso, o eixo dos x, isto €, y = 0. 

3) A equa^ao 

3x 2 = -5 (X l =3 e \ 2 =0) 

representa o conjunto vazio . 

As conicas (elipse, hiperbole e parabola) e suas degenerates (um par de retas, uma so reta 
e um ponto) constituem as possiveis mterse^oes de uma superficie conica com um piano. 

7.5 PROBLEMAS PROPOSTOS 

II Identificar as seguintes conicas: 

a)x 2 +y 2 = l h) x 2 + y 2 = 0 p)x 2 -4=~y 2 


b) X 2 -y 2 = 1 

i) 

x 2 + y 2 + 1 = 0 

q) y -3x 2 =0 

c) x 2 -y 2 =0 

j) 

x 2 - 1 = 0 

r) 3x 2 - 4y 2 = 1 

d) x 2 - y - 1 

1) 

f*4- 

s) 2x 2 + 3y 2 = 6 



x y 


e) x" - y = U 

m) 

— +— = 

3 2 


0 

1 

po- 

ll 

o 

n) 

4y 2 - x 2 = 8 


g) x + y = 1 

o) 5y 2 - 3x = 0 
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2) Mostrar que as seguintes equates representam duas retas no piano: 

a) Ax 1 - y 2 = 0 

b) x 2 - 16y 2 =0 

c) x 2 + 2xy + y 2 -1=0 

Nos problemas 3 a 15, determinar a equa$ao reduzida referida ao si sterna XO\ 
e o genero da conica representada pela equai^ao dada a seguir. Esbofai o grafico. 

3) 17x 2 + 12xy + 8y 2 - lOx + 20y + 5 = 0 

4) lx 1 + y 2 - 8xy - 17 + 1 1 s/5y + 41=0 

5) 4x 2 + y 2 + 4xy + S\/5x + 10>/5y + 5 = 0 

6) x 2 + y 2 + xy + 5 s/lx + 4\f2y +1=0 

7) 4x 2 + 6xy -4y 2 + 20x-20y - 19 = 0 

8) 1 6x 2 - 24xy + 9y 2 - 1 5x - 20y + 50 = 0 


9) 

3x 

2 - 2xy + 3y 2 - 2x - lOy - 1 = 0 

10) 

xy 

+ 4 \/lx + 6 v^y + 30 = 0 

11) 

x 3 

+ 2 \/3xy + 3y 2 - 4x = 0 

121 


+ y 2 + 2xy - 4 V2x = 0 

13) 

16 

+9y 2 - 96x + 72y +144 = 0 

14) 

4x 

2 - 5 y 2 + 8x + 30y -21=0 

15) 

X* 

- 6x + 8y + 1 = 0 


Nos problemas 16 a 24, efetuar uma rota^o nos eixos coordenados a fim deeliminar 
o termo em xy, Identificar a conica e escrever sua equagao no sistema x'Oy' obtido 
apos a rotaijao. Esbosar o grafico. 
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16) 3x 2 + 2xy + 3y 2 -4=0 

17) 2x 2 +y 2 +2v/6xy = 16 

18) 2x 2 + 4xy + 2y 2 - 16 = 0 

19) 7x 2 -8xy + y 2 + 36=0 

20) xy = 2 

21) 5x 2 + 4xy + 2y 2 - 12 = 0 

22) 7x 2 + 13y 2 ' 6 \/3xy -16=0 

23) x 2 + y 2 + 4xy -3=0 

24) 3x 2 + 2xy + 3y 2 - 4 = 0 

As equates dos problemas 25 a 35 representam conicas degeneradas. I denti flea-las e 
esbo9ar o grafico, quando possivel. 

25) x 2 - y 2 - 2x - 2y = 0 

26) x 2 + y 2 - 2x - 2y + 4 = 0 

27) x 2 + y 2 - 6x + 4y + 13 = 0 

28) 2x 2 +2v/2xy + y 2 = 12 

29) x 2 + y 2 + 2xy - 8 = 0 


30) 

x 2 

+ y 2 + 2xy = 

0 

31) 

x 2 

+ y 2 + 2xy + 

O 

II 

W) 

321 

X 2 

+ y 2 + 4xy = 

0 

33) 

3x 

2 + 2xy + 3y 2 

+ 4 = 

34 ) 

3x 

2 + 2xy + 3y 2 

= 0 


35) x 2 +y 2 + 2xy + 4 = 0 
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7.5.1 Res post as de Problemas Propostos 


1. a) Circunferencia. 

b) Hiperbole. 

c) Duas retas: y = x e y = -x. 

d) Parabola. 

e) Parabola. 

f) Parabola, 

g) Reta. 

h) 0 ponto (0, 0). 


i) 0 conjunto 

vazio. 

a) y = 2x e 

y = -2x 

b)y= 4 x e 

1 

y= '4 X 

v n/2 

c) y = — e 

II 


3) X! + X J = 

4 1 

4) X 2 Y 2 

* — — = 1 , hipdrbole 


5) Y 2 = 3X, parabola 


6) X 2 Y 2 .. 

— + 27 = ' d,pSe 


j) Duas. retas: x-1 e x = -l. 

l) Elipse. 

m) Rela. 

n) Hiperbole. 

o) Parabola. 

p) Circunferencia. 

q) Parabola . 

r) Hiperbole. 

s) Elipse. 


12) Y 2 - 4X, parabola 


13) X 2 Y 2 , 

T *l6 ml ‘ e!ipse 


14) Y 2 X 2 . . . . . , 

- — - 1 . hiperbole 


15) X 2 = - 8Y ; parabola 

i 2 

16) x' 2 elipse 


17) 4x' 2 -y' 2 = 16, hipe'rbole 


IS) y' = 2 on y' = -2, duas retas 


7. Y 2 - X 2 = 1, hiperbole 


8. X 2 = Y, parabola 


9 ) X 2 Y 2 .. 

TfT 1 ehpse 


>0) *£=,. hiperbole 

Ju JO 


11) Y 2 = -±~ X, paribola 


V3 


19) y ‘ x , . , . i 
— ^-= 1, hiperbole 


20) x- y 2 _ . , . -li 

- 1, hiperbole 

21) x' 2 y' 2 

— + ■ £ — = 1 . elipse 


22) x* 2 + 4y* 2 -4-0, elipse 


23) 3x' 2 - y fl - 3, hipe'rbole 
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t 2 

24) x' 2 + ^- = I, elipse 

25) Duas retas: y = ±(x - 1) -1 . 

26) Nenhum ponto do piano. 

27) 0 ponto (3,-2). 

28) Duas retas paralelas: x' = ± 2. 

29) Par de retas paralelas: y = ±2. 


30) A reta y’ = 0, 

31) Vazio. 

32) Duas retas concorrentes: 
y'=\/3x' e y=-V3x 

33) Vazio. 

34) O ponto (0, 0). 

35) Vazio, 


7.6 FORMA QUADRATICA NO ESPAQO TRIDIMENSIONAL 


A matriz simetrica real 


a 


A 


d 



d 

b 

f 


e 

f 

c 


associa ao vetor v,, = (x,y,z) <= 1R J , referido a base canonica S={ei.e 2 ,e 3 ;,ei -(1,0.0), 
e 2 = (0,1.0), e 3 =- (0,0, !),■ o polinomio 


ax 2 + by 2 + cz 2 + 2dxy + 2exz + 2fyz 


jue t um poLinomio homogeneo do 29 grau em x, y e z chamado forma quadrdtica do espapo 
:ndimensional 

Na forma matricial esse polinomio e representado por: 




— n 




a d e 


X 

y z 1 

d b f 


y 


e f c 


L 


^ndo a matriz sime'tnca A a matriz da forma quadratica. 
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Assim, a cada v g corresponde um numero real 
p = ax 2 + by 2 + cz 2 + 2clxy + 2exz + 2fyz 

Exempio 

A matriz simetrica real 

3 -1 

A = -1 5 

1 -1 

define no R 1 a forma quadratics 

p - 3x 2 + 5y 2 + 3z 2 - 2xy + 2xz - 2yz 

Ao vetor v g = (0, 1, 2), poi exempio, corresponde o numero real 
p = 3 (0) 2 + 5 (l) 2 + 3(2) 2 - 2 (Q)(l } + 2 (0)(2) - 2 (1 ){2) = 0 + 5 + 12-0+0-4=13 

7.6.1 Reducao da Forma Quad rat ica a Forma Canonica 

A forma quadratics no espa^o v g Av<. pode ser expressa por 
Xi x' 2 + X 2 y'~ + \ 3 z' 2 

onde Xi.Xa e X 3 sao os valores proprios da matriz A, e x\y' e z as componentes 
vetor v na base P = { Uj , u 2 , u 3 } , isto e. v p = (x\ y 1 . z'), sendo , u 2 e u 3 os veto re < 
proprios unitiirios associados a Xi , X 2 e X 3 . 

De fa to : 

Ten do em 4sta quo a matriz P € a matriz-mudan^a de base de P para S, pois: 

LUg = S ’P=1P=P 
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e, portanto; 


podemos escrever: 

Vg Av g = (Pvp ) 1 A(Pvp) 
ou: 

Vg Av s = Vp(P l AP)Vp 

Como P diagonaliza A ortogonalmente: 


pt AP = D - 


Xi 0 0 

0 X 2 0 
0 0 X 3 


conclude que: 

V S Av s = v p 

ou; 



a 

d 

e 


X 



0 0 


f 

X 

[x y z] 

d 

b 

f 


y 

r r ' ' l 

= [x y z] 

0 

X 2 0 


t 

y 


e 

f 

c 


z 


0 

0 x 3 


r 

z 


ou, airtda: 

ax 2 + by 2 + C7 : + 2dxy + 2exz + 2fyz - Xi x' 2 + \ 2 y 2 + X 3 z' 2 

A forma X t x' 2 + X 2 y'‘ + X 3 z' 2 e denominada forma canonica da forma quadrat ica no 
ospa^o tridimensional. 
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Exemplo 

I) A forma quadratics : 

3x z + 5y 2 + 3z 2 - 2 xy + 2xz - 2yz 
pode ser expressa por 
2x ' 2 + 3y ' 2 + 6 z ' 2 
De fa to: 

A forma quadratics: 

3x 2 + 5y 2 + 3z : - 2xy + 2 xz - 2 yz 
t defmida pels matriz 


3 


A - 


-1 


1 


-1 1 

5 -1 

-1 3 


Mas, os valores prOprios da matriz A, con forme o problems resolvido ntimero l. 
Capitulo 6 , sao \i —2, Aj = 3 e A 3 = 6 . Logo, a forma canonica da forma quadratics i 

2x' 2 + 3y'~ + 6/ 2 


If) Por outro iado, os vetores proprios unitarios associados a Aj, \ 2 e X 3 sao, respecti- 

vamente, u t -jU 0 , — u 2 =(— e u 3 , — 7 = i), 

y/2 y/2 Vw 3 y/b %/b sj 6 


Logo: 


1 



1 

'y/2 


1 

i 


35 

1 

u 

V3 

V? 

1 

1 

s /3 

V6 
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Como v s = PVp equivale a v p = P 1 , ou 


Vp=P‘v s 


pois P^P' 1 pelo fato de P ser matriz ortogonal, podemos calcular v p a partir de v s . 
Supondo que v g = (x, y, z! = (0. 1 . 2 I. vem: 


V P 


0 


y/2 


-t. 

V - 

: 0 

1 

l 

1 

1 

1 

nl 

I i 



v^3 

i 

2 

1 

! 


VT 

y/e | 

_l 

L : _l 


s/2 


3 

0 


, 2 3 

isto e, v p = (x\ y\ z') = (-■”= > > 0). 


Assim : 

3x 2 + 5y 2 + 3z 2 - 2xy+2xz~ 2yz=2x' 2 + 3> ^ + 6z' ; 

3 (0) 2 + 5 CD 2 + 3(2) 2 - 2 (0)(1) + 2 (0)(2) - 2 < 1 > ( 2 ) 

0 + 5 + 12 - 0 + 0 - 4 = 2 (.y) + 3 (-|) + 0 
13= 13 

As considerables que flzemos no pLano sobre mudan^a de referenda! pela rota^ao sao 
validas tambem para a espa^o. 




2 - >'• " y + 6{o) 2 
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7.7 QUADRICAS 

Chama-se quddrica ou superficie quadrica a to do conjunto de pontos M do espaye 
tridimensional cujas coordenadas x,y e z, em relayao a base canonica, satisfazem a equayac 
do 29 grau 

ax 2 + by 2 + cz 2 + 2dxy + 2exz + 2fyz + mx + ny + pz + q = 0 


onde a,b,c, d,e e f nao sao todos nulos. 

As coordenadas x, y e z dos pontos M do espayo sao as componentes dos vetores 
v e IR 3 , que satisfazem a equayao de uma quadrica (Figura 11). 



Figura 7.7 


7.7.1 Equapao Reduzida de uma Quddrica 

De forma analoga aquela adotada para as conicas no piano, dividiremos o trabalho em 
duas etapas. 

Seja a equayao de uma quadrica: 


ax 2 + by 2 + cz 2 + 2dxy + 2exz + 2fyz + mx + ny + pz + q = 0 


(I) 
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1 ? Etapa: Elimimgao dos termos em xy .xi e yz 

IP Passo: Escreve-se a equat^ao na forma matncial; 



a d e 


M 

X 

[x y z] 

d b f 


; 

>■ j * [rn n p] 

V 


c f c 


l/J 

z 

u _ 


+ q = 0 


ou: 


V S Av s + + ^ = ^ 


onde: 


V S = 


x 

y 

7 . 


, A = 


a 

d 


d 

b 

f 


N = [m n pi 


J 


(21 


2Q Passo: Calculam-se os valores prapnos X] , X 2 e <^3 e os vetores proprios unitarios 
Ui — (Xu , Xu ] X13 ), u-j (x 2 i • X;^ . Xj3 ) fi U3 - (X31 , X32 , X33 ) da matriz simctrica A. 

39 Passo: Substitui-se na equa^ao ( 2 1 a forma quadratics 


v rt s Av s = [x y z] 



pela forma canonica 


- 


— — 

X, 0 0 


X 

0 

O 


} 

y 

0 0 x 3 1 

.L_ 


t 

Z 


Vp l>p = fx' y' z'] 
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v s - y 


Xu x n x 31 x 


Pv = x 12 X22 x 32 y 


X 13 X 2 3 X 33 Z 


ten do o cuidado para que det P = 1. a fim de que essa t ransforma^ao seja uma rota^ilo. 


Assim, a equa^ao (2) se transforma em: 


X, 0 O x 


[x y z ] 0 X 2 0 y' + fm n pi x 12 x 22 x 32 y' + q = 0 

0 0 X 3 J z x, 3 x 13 X 33 7. 


^21 X 31 X 


Xi x' 2 + X 2 y' 2 + X 3 z' 2 + rx' + sy' + tz' + q = 0 1 ' 

que e a equa^ao da quadrica dada em (1) : porem referida ao sistema x'y'z', cujos eixos si 
determinados pela base P = { ui , u 2 , u 3 } . 

Observemos que enquanto a equa^ao (1) apresenta os termos mistos em xy, xz e yz, 
equa 9 ao (3) e desprovida deles. Portanto, na passagem da equa^ao (1) para (3), ocorreu urr. 
simplificagao. 


2? Etapa: Tramlagao de Eixos 


Conhecida a equa^ao da quadrica 


X] x <2 + X 2 y' 2 + X 3 z /2 + rx + sy' + tz + q = 0. 
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para se obter a equa^ao reduzida efetua-se uma nova mudan^a de coordenadas que consiste na 
transla^o do ultimo referenda! 0 x'yY para o novo, o qual chamaremos O'XYZ. Aanalise das 
possibilidades d feita a seguir. 

I) Supondo X t , X 2 e X 3 diferentes de zero, pode-se escrever: 


Xi(x' 2 +~x') + X 2 (y' 2 + ^-y')+ X 3 (z' : +y-z') + q = 0 
ou: 

_r ji _j! 

4\j 4X 2 4X3 


Fazendo: 

t 2 s 2 t 2 _ _ 
q " 4 X x ~ 4 X 2 "4X3 " 

e, por meio de uma translate: 


M*' 2 +^x'+ ) + X 2 (y' 2 +V- y V ) + M*” +^-z' + ^1) + q- 


4Xt 


4XJ 

X l( x' + ^ +M/ + ^ + -j£ =0 


X=x' + 


r 


2Xi 


Y = 



s 

2X 2 


Z=z + 


t 

2 X 3 


■ em: 


X^X 2 +XjY 2 +X 3 Z 2 -Q =0 
t . finalmente; 

X1X 2 + X 2 Y 2 + X3Z 2 = Q ( 5 ) 

A equa^ao (5) € a equa^ao reduzida de uma qmdrica de centro, e, como se ve, o primeiro 
membro e a forma canonica da forma quadratics no espapo tridimensional. 
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II) Se urn dos valores proprios for igual a zero, X 3 =0, por exemplo, a equa$ao {4} f';i 


X 2 y' 3 + X 3 z 2 + rx' + sy f + tz r + q = 0 


r n , t . fm r 


du: 


X 2 (y' 2 +-£- y') + X 3 (z' 2 +^~ z) + rx' + q = 0 
a 2 a 3 


t 


^ + 1 y ' + 4 } + M Z ' 2 + + £ ' + IX ' + 4 - ^ 


4X- 


= 0 


^ (y ' + 2^/ + Xs(2 ' + + r (*' + -r- - A 1 ) = 0 


2X 


r 4rX 2 4rXi 


Fazendo, por meio de uma rransla^ao : 


X = x'+-i — — 

i 4rX 2 4rX 3 


Y = y' + - 
Z = z + 


2X 2 

t 

2X, 


vem: 


X,Y 2 + X,Z 2 + rX = 0 


I r 


A equa^ao (6)e a equa^ao reduzida de uma quadrica sem centro. 


Observacao 

Se em lugar de X^ fosse X 3 = 0 ou X 3 = 0, a equa^ao reduzida de uma quadrica se:: 
centro seria; 

X^ 2 + X 3 Z 2 + sY = 0 
ou: 


XjX 2 + X 3 Y 3 +tZ = 0 
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7 .7 ,2 Classifies pao das Quadricas 

I) A equa<jao de uma quadrica de centro e 
X,X 2 + X,Y 2 +X 3 Z J = Q 

Dependendo dos valores de Xi , X 2 , X 3 e Q : a quadrica sera do tipo eUpsoide ou 
hiper bo idide. 

II) A equa^ao de uma quadrica sem centro e 

X 2 Y 2 + X 3 Z 2 + rX = 0 

ou: 

Xi X 2 +X 3 Z 2 + sY = 0 

ou: 

x ^ 2 + \ 2 y 2 +tz = o 

A quadrica representada por uma dessas equasoes i do tipo paraholdide. 

7.8 PROBLEMAS RESOLVIDOS 

1 ) Determinar a equa^ao reduzida e o tipo da quadrica representada pela equaijao: 

3x 2 + 5y 2 + 3z 2 - 2xy + 2xz - 2yz + v3y - ~ = 0 

I L 

Solucao 

1? Etapa: Elimimgao dos termos em xy , xz e yz 

19 Passo: A equa^ao dada na forma matricial, de acordo com 7,7.1, e' 


3 -1 1 


X 


X 

-1 5 -1 


y 

+ [0 x/3 0] 

y 

1 -1 3 

L j 


z 


z 

_ — 


[x y z] 


( 7 ) 
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29 Passo; Os valores pr6prio$ e os vetores proprios unitarios da matriz sime'trica 
3 


A = 


-1 1 
■1 5 -1 

1 -1 3 


sao : 


Al=2 ' 


. , , 1 1 L , 

* 2=3 ' U!=( ^'^'vf ) 


^ 1 2 1 . 

\ 3 - 6 , ) 


39 Passo: Com as de vidas substitutes, a equa^o (7) ilea: 



ro > 

O 

o 

1 


X' 

r r f f -i 

[x y z ] 

0 3 0 


t 

y 


0 0 6 


r 

z 


_ 




+ [0 VT 0] 


] 

1 

i 

V2 

V3 

dS 

0 

1 

4 . 


vl 


1 

1 

1 

VI 

V3 

y/6 


ou: 


2x’ J + 3y’ 2 + 6z 2 + y'-s/2z --^- = 0 

1 xl- 


2? Etapa: Translacao de Eixos 


12 


= u 


2 x' 2 + 3 ( y'^ + fiCz' 2 -^')^ 
2x' 2 +3(y’^) 2 +6(1'-^-) =j- 
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Fazendo : 


X = x' 

Y = y' + i 

z = z ’"tI 


a equa^ao acima flea: 


2X 2 + 3Y 2 + 6Z 2 


ou: 


3 

4 



1 


que e a equa^ao reduzida da quadrica dada, porem referida ao sistema O'XYZ, sendo 

Trata-se de um elipsoide. 


2 ) Identifier e esbo^ar a quadrica representada pelas seguintes equates: 


a) 36x" + 1 6y : - 9z 2 - 144 = 0 

b) x 2 + z 2 -4y =0 

Soluqao 

a) 36x 2 + 1 6y 2 - 9z : - 144 

Dividindo ambos os membros da equa?ao por 144, vem: 



que e' a forma candnica de um hiperboldide de uma folha ao longo do eixo dos z (Figura 7.8a). 
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0 tra$o no piano xOy € a elipse 



z = 0 


Os tra^os nos pianos xOz e yOz sao as hiperboles 


x 2 z 2 v 2 7 2 

T-T6 = 1 - y = 0 e Vf6 = l - X=0 


respectivamente. 


b) x 2 + z 2 - 



ou: 


x 2 z 2 


~\ + T = 4y 


que e a forma canonica de um parabolbide eli'ptico ao longo do eixo dos y (Figura 7.8b). 
0 tra<jo no piano xOz e a origem (0,0,0). 

Os tra£OS nos pianos xOy e yOz sao as parabolas 

x 2 -4y, z - 0 e z 2 = 4y, x = 0 


respectivamente. 
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7.8.1 Problemas Propostos 

Por uma conveniente transla^ao de eixos, transformar cada uma das equa?oes seguintes na 
forma reduzida e identificar a quadrica que ela representa. 

1) 2x 2 + 4y 2 + z 2 - 8x + 24y - 2z + 41 = 0 

2) 3x 2 + 2y 2 - 6z 2 - 18x + 4y + 29 = 0 

3) 3x 2 + 4y 2 + 24x - 8y + 24z + 100 = 0 

4) 2x 2 - y 2 - 2z 2 + 8x + 4 = 0 

5) 5x 2 + 5y 2 + 5z 2 - lOx + 20z -3 = 0 

6) 9x 2 - 4y 2 - 16y - 36z - 16 = 0 
7} x 2 + y 2 - 2y =0 

8) x 2 + 4y 2 - z 2 - 2x + 1 6y + 17=0 


Nos problemas 9 a 12 efetuar uma rota53o e uma transla^ao de eixos para referir a quadrica 
ao sistema O'XYZ e identifica-Ia. 


9 ) 3x 2 + 5y 2 + 3z 2 - 2xy + 2xz ~ 2yz - 4x + 6y - 2z + 2 = 0 
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JO) y 2 - 4xz - 4x + 2y - 3 = 0 

1 1 ) 2x 2 + 2y 2 +■ 5 z 2 - 4xy - 2 xz + 2yz - lOx - 6 y- 2z - 7 = 0 

12) 7x 2 + 6y 2 + 5z 2 ~ 4xy - 4yz - 18 = 0 

7.8,2 Respostas dos Problemas Propostos 


x' 2 

1 2 

+ ^ + 

2 

1 

*2 

'2 

X 

+ Z-- 

2 

3 

f 2 

*2 

X 


4 

3 

*2 

>2 

X 

y 

2 

- 4 

5x' 2 + 5y' 2 

1 2 

1 2 

X 

y _ 

4 

9 

n 

X 

+ y' 2 = 

*2 

1 2 

X 

r*-- 


= I , hjperboldide de uma folha. 


= l, hiperboldide de duas folhas, 


5) 5x ' 2 + 5y ' 2 + 5z ' 2 = 28, superffcie esfdrica. 


7) x' 2 + y' 2 = 1 , superffcie cilfndrica circular. 

4 i 4 = 0 , superffcie conica, 

9) 4X 2 + 6 Y 2 + 12Z 3 = 1 , elipsdide. 


10) 2X 2 - Y 2 - 2Z 2 = 2, hiperboldide de duas folhas. 

1 1) 6 X 2 + 3Y 2 * 8 y/2 Z = 0, paraboloide eli'ptico. 

12) X 2 Y 2 Z 2 . ,. A 

—r + ~y+ ehpsoide. 



